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1 Einleitung

Urknall, Kosmologie, entfernte Galaxien und Zeitreisen sind Themen, die wahrschein-
lich jeden Physiker in seiner vorakademischen Phase fasziniert haben und die vielleicht
auch der Anlal waren, Physik als Studienfach zu wéhlen. Daher gehort es gewisser-
maflen zum guten Ton, sich als Physiker frither oder spéter mit der Allgemeinen Re-
lativitdtstheorie zu befassen, sei es im Selbststudium oder im Rahmen einer Spezial-
vorlesung. Auf beiden Wegen wird man schnell mit der Tatsache konfrontiert, dal das
wichtigste Handwerkszeug bei der Herleitung der Einsteinschen Feldgleichungen ein
gutes Verstdndnis der Differentialgeometrie ist.

Betriiblicherweise wird Differentialgeometrie weder im Grundstudium noch im Haupt-
studium der Physik systematisch gelehrt, zumindest war das in meinem Studiengang
(RWTH Aachen ab 1978) nicht der Fall. Selbst der Tensorbegriff, auf dem die Differenti-
algeometrie aufbaut, wurde nicht zufriedenstellend eingefiihrt. Beide Themen fallen ge-
wissermaflen durch das folgende Raster: In Physikvorlesungen werden diese Kenntnisse
bereits vorausgesetzt, und wenn sie nicht vorhanden sind, ist die Einfithrung entspre-
chend fliichtig. Mathematische Spezialvorlesungen zur Tensorrechnung oder Differenti-
algeometrie behandeln diese Themen natiirlich mit dem angemessenen Tiefgang, aller-
dings gehorten sie damals nicht zum Pflichtprogramm eines Physikstudenten. Dariiber-
hinaus herrscht in solchen Veranstaltungen nicht selten die Tendenz der Vermittlung
von Inhalten iiber ein axiomatisches ,, Top— Down“— Verfahren, welches die Relevanz
des behandelten Stoffes fiir die physikalische Begriffswelt stark verschleiert.

Der vorliegende Text ist ein Versuch, diese Liicke ein wenig zu schliefen und sowohl den
Tensorbegriff als auch die Kenntnisse iiber krummlinige Koordinatensysteme so weit
auszubauen, dafl die Formulierung der Einsteinschen Feldgleichungen der Graviation
moglich wird. Die Darstellung beschrankt sich auf den Ricci— Kalkiil und vermeidet
den heute geldufigen koordinatenfreien Zugang. Auf diese Weise kniipfen wir an das
aus den Standardvorlesungen vorhandene Wissen an und présentieren die Grundlagen
der Differentialgeometrie in der historischen Form, die vermutlich Einstein selbst von
Marcel Grossmann vor 1915 beigebracht bekam.

Ein kurzes Literaturverzeichnis am Schlufl soll das Fehlen von Zitaten im laufenden
Text ausgleichen und die wichtigsten Quellen fiir das hier prisentierte Material vor-
stellen. Nicht alles ist 6ffentlich verfiigbar [1] [2], wohl aber die Standardreferenzen zur
Speziellen und Allgemeinen Relativitétstheorie [5] [6] [7]. Paulis Enzyklopddieartikel
[5] ist gut zu lesen und verwendet trotz seines Alters bereits weitgehend die heutzutage
tiblichen Begriffe und Symbole. Schlielich sind die Internetquellen [20] [21I] von John
C. Baez gerade fiir Einsteiger in die Allgemeine Relativitdtstheorie sehr zu empfehlen.



2 Vektoren und Tensoren

Natiirlich bedeutet die in der Einleitung formulierte Kritik nicht, dafl Physiker nicht
mit Tensoren umgehen kénnen. Selbstverstédndlich ist das Transformationsverhalten
von Tensoren allgemein bekannt, wodurch sich zumindest Rechnungen mit Tensor-
komponenten durchfithren lassen. Oft bleibt jedoch unklar, um welche Art von Trans-
formationen es sich dabei handelt: Aktive Transformationen wie Paritdtswechsel und
Drehung oder passive Transformationen wie der Wechsel der verwendeten Basis? Fiir
gewOhnlich herrscht die Meinung vor, dieser Unterschied sei belanglos und beide Trans-
formationsarten beschrieben irgendwie das gleiche.

Mit der Einfithrung von Kreuzprodukten entstehen sogenannte Axial- oder Pseudovek-
toren mit undurchsichtigen Tensoreigenschaften, da der Wechsel von einer rechtshandi-
gen zu einer linkshéndigen Basis nicht ohne weiteres moglich zu sein scheint. Verwir-
rungen dieser Art werden wir vermeiden, indem wir die Transformationen von Vektoren
und Tensoren streng auf den passiven Basiswechsel beschranken. Auf diese Weise wird
der rechnerische Umgang mit einer geeigneten ,,Philosophie® verkniipft, welche spéter
den Einstieg in die Differentialgeometrie erleichtert.

2.1 Basiswechsel im Grundvektorraum

Wir betrachten einen Vektor x des Vektorraumes V", der in einer beliebigen Basis
{uy - -u, } dargestellt wird:

£ = xi% : (2.1)

Hier wie auch im restlichen Text wird iiber ein hoch— und tiefstehendes Indexpaar
geméaf der Einsteinschen Summationskonvention summiert. Wir wollen nun die
oben erwédhnte ,Philosophie* der Tensoren am Beispiel des Vektors z versténdlich
machen und betrachten hierfiir die Gleichung unter zweierlei Aspekten:

— Der invariante Aspekt:

Der Vektor z ist ein geometrisches Objekt, dessen Eigenschaften vollkommen
unabhéngig von der gewéhlten Basis sind. Diese Eigenschaften existieren gegebe-
nenfalls auch ohne eine Basis. Wahlt man als Visualisierung einen Pfeil im Raum
und denkt sich das durch die Basis erzeugte Koordinatensystem weg, bleibt es
ein Pfeil mit bestimmter Liange und Orientierung im Raum.



— Der willkiirliche Aspekt:

Manchmal kann man jedoch auf ein Koordinatensystem nicht verzichten und ist
dann gezwungen, statt des Vektors z dessen Komponenten z° beziiglich einer
Basis u; zu betrachten. Die Wahl dieser Basis ist jedoch beliebig und kann den
momentanen Bediirfnissen angepafit werden. Alle denkbaren Basissysteme sind
vollkommen gleichwertig.

Hétten wir also statt der Basis u; eine Basis u; gewéhlt, miilten wir den Vektor z
nicht mit den Komponenten z* sondern mit den Komponenten z7° beschreiben:

/

z=a’ Wy - (2.2)

Dabei ist zu bedenken, dafl x noch immer das gleiche Objekt wie in ([2.1)) darstellt.

2.1.1 Die Basiswechselmatrix

Die oben beschriebene geometrische Invarianz des Vektors z hat zur Folge, dafi die
Komponenten z* und 27 keine voneinander unabhéngigen Zahlentupel sind sondern
iiber den Zusammenhang zwischen den beiden Basissystemen miteinander in Verbin-

dung stehen. Diesen Zusammenhang legen wir fest, indem wir jeden ,neuen® Basis-
vektor u; als Linearkombination der ,alten Basisvektoren u; schreiben:
oA
ujl - A]/ Q’L . (2.3)

Die Zahlen Aj,i vermitteln zwischen alter und neuer Basis und formen die sogenannte
Basiswechselmatrix

=
Il

(A7 (2.4)

Unabhéngig von der Hoch— oder Tiefstellung steht der Zeilenindex links und der Spal-
tenindex rechts. Die in eckigen Klammern eingeschlossenen Komponenten sind als
Zahlenschema im Sinne der elementaren Matrizenrechnung zu verstehen, auf welche
bei Bedarf die bekannten Rechenmethoden anzuwenden sind. Da die Zuordnung
umkehrbar sein soll, mufl die Basiswechselmatrix invertierbar sein und darf keine ver-
schwindende Determinante besitzen:

Al £ 0. (2.5)



Die inverse Basiswechselmatrix ermdglicht uns, die alten Basisvektoren als Linearkom-
bination der neuen auszudriicken:

L) Y

A = AT (27)

Dem Ricci— Kalkiil folgend haben wir mit fiir die inverse Basiswechselmatrix
einen eigenen Ausdruck eingefiihrt. Verglichen mit den Komponenten der Basiswech-
selmatrix selbst wurde nur der gestrichene mit dem ungestrichenen Index vertauscht.
Abgesehen von der fiir den Anfianger bestehenden Verwechslungsgefahr produziert der
Ricci— Kalkiil {ibersichtliche und gut lesbare Formeln. In Matrixkomponenten geschrie-
ben lautet der Zusammenhang zwischen der Basiswechselmatrix und ihrem Inversen

U

Al=1 = AFAS =60 (2.8)

=

Es macht iibrigens keinen Sinn, die Basiswechselmatrix als Tensor zu interpretieren,
. -/
und somit sind die A;* und A;” tatséchlich nur reine Zahlenmatrizen.

2.1.2 Kontravariante Vektorkomponenten

Interessanter als der Zusammenhang zwischen den Basisvektoren ist die nach einem
Basiswechsel notwendige Neuberechnung der Vektorkomponenten z°. Zu diesem Zweck
untersuchen wir, wie sich der Zusammenhang zwischen den alten Komponenten z* und
den neuen Komponenten 7" mit Hilfe der Basiswechselmatrix audriicken 148t:

’

z =2 uy =2 NS u, = 'y, (2.9)

wobei zuerst (2.3) und anschlieBend ([2.1]) verwendet wurde. Betrachten wir den rechten
Teil dieser Gleichungskette und nutzen die lineare Unabhéngigkeit der u; aus, erhalten
wir

2N = o (2.10)

. . . . . s/ . . .
und somit eine Umrechnungsvorschrift fiir die Komponenten x7 . Vergleichen wir, wie
sich Basisvektoren und Komponenten transformieren:

u;, = Ay, (2.11)
z o= Al (2.12)



Es fallt auf, dafl die j/i neue Basisvektoren aus alten Basisvektoren, jedoch alte Kom-
ponenten aus neuen Komponenten berechnen. Dieses Verhalten nennt man kontrava-
riant und sagt, die Komponenten transformieren sich im Vergleich zu den Basisvekto-
ren kontragredient. Will man die neuen Komponenten durch die alten ausdriicken,
mufl man mit der inversen Basiswechselmatrix arbeiten. Es gilt:

@] = A"-[27] (2.13)

@] = (@A) ). (2.14)

Die eckigen Klammern symbolisieren die aus den Vektorkomponenten gebildeten Zah-
lentupel, der Punkt - steht fiir die Matrix— Vektor— Multiplikation und 7 kennzeichnet
die Transposition einer Matrix. Offenbar werden die neuen Komponenten des Ortsvek-
tors aus den alten mit Hilfe der inversen transponierten Basiswechselmatrix berechnet.
Durch Verwendung der Schreibweise fiir die inverse Basiswechselmatrix erhélt
die Formel fiir die Transformation kontravarianter Vektorkomponenten ihre endgiiltige
Gestalt:

(2.15)

= Nt (2.16)

Hierbei wurde ausgenutzt, das Inverson und Transposition vertauschbar sind.

2.1.3 Tensoren héherer Stufe

Ein Tensorraum p—ter Stufe entsteht durch das p—fache kartesische Produkt des Grund-
vektorraumes mit sich selbst. Seine Elemente heiflen Tensoren und kombinieren Vek-
toren aus p Grundvektorraumen miteinander. Diese Art der direkten Multiplikation von
Vektoren kennzeichnen wir mit dem Symbol ® und sprechen von einem p—fachen ten-
soriellen Produkt. Ein solcher Tensorraum ist selbst ein nP—dimensionaler Vektorraum,
der die zusétzliche Struktur des oben angesprochenen p—fachen kartesischen Produktes
besitzt. Als Ausdruck dieser Zusatzstruktur haben seine Basiselemente die Gestalt

u, ® O (2.17)

—'Lp )
und die Komponenten eines Tensors & werden mit p Indizes versehen:

T =2 oy Q---Qu, . (2.18)

=i =ip



Wir nennen x einen Tensor p—ter Stufe. Fiithrt man in (2.18)) einen Basiswechsel durch,
geschieht dieser gleichzeitig in allen Grundvektorrdumen. Da unter dem Tensorprodukt
die Linearitét in den einzelnen Faktoren erhalten bleibt, kénnen wir schreiben:

Q'i®"'®u'/ - A</i1"'A-/iP u®®gz

—Jp J1 Jp U

(2.19)

P

= A AT (2.20)

J1 Jp

Erneut 148t sich das kontragrediente Verhalten von Basistensoren und Komponenten
beobachten, welches dazu fiihrt, dal wie bei kontravarianten Komponenten von Vek-
toren mit der inversen transponierten Basiswechselmatrix gearbeitet werden muf:

2hd = A AP girein (2.21)

ip

Die 2% werden als die p—fach kontravarianten Komponenten des Tensors
x bezeichnet. Abschliefend mochten wir noch erwidhnen, daf3 das Tensorprodukt fiir
Tensoren nullter Stufe in das gewohnliche Produkt des Koeffizientenkorpers iibergeht,
da diese Skalare gewissermaflen als Koeffizienten ohne Basis angesehen werden koénnen.
Das Tensorprodukt von p Zahlen 2V, .- 2 lautet somit

ey ® 5(2) K- ® L) .— ,(1),2), . /) (222)

2.2 Metrik und Skalarprodukt

In der Allgemeinen Relativitdtstheorie wird die Gravitationskraft als geometrische Ei-
genschaft des Raum— Zeitkontinuums interpretiert. Um allerdings Geometrie betreiben
zu konnen, bendtigen wir ein Verfahren zur Festlegung von Léngen und Winkeln im
Grundvektorraum V. Diese Gréflen werden den betrachteten Objekten selbst zuge-
schrieben und diirfen sich bei einem Basiswechsel nicht dndern. Die einzigen Zahlen-
werte, die wir bisher Vektoren zugeordnet haben, sind deren basisabhéngige Kompo-
nenten. Fiir eine invariante Definition von Langen und Winkeln ist die Erweiterung des
abstrakten Grundvektorraumes V" durch eine zusétzliche Struktur erforderlich. Diese
Struktur ist die Metrik, welche den Grundvektorraum V™ zu einem metrischen Raum
werden 1af3t.



2.2.1 Das Skalarprodukt

Realisiert wird die Metrik durch eine Bilinearform, die jeweils zwei Vektoren z und y
miteinander verkniipft und ihnen eine reelle Zahl s zuordnet:

s=(z-y). (2.23)

Die Zahl s nennen wir das Skalarprodukt der beiden Vektoren. Da die Reihenfolge
der Faktoren hierbei keine Rolle spielen soll, ist das Produkt kommutativ und die
Bilinearform symmetrisch:

(z-y)=(y-z). (2.24)

Aufgrund der Linearitédt in beiden Faktoren ist das Skalarprodukt bereits durch die
Angabe der Produkte der Basisvektoren vollstandig definiert:

(z-y) =o'y (w-u;) = 2y g;. (2.25)

Alle Eigenschaften der Bilinearform konzentrieren sich in der Matrix g;;, deren Struktur
auch ihre Symmetrie wiederspiegelt:

9i; = G55 = (u 'uj)- (2.26)

Das Verhalten der g;; bei einem Basiswechsel beweist, daf§ es sich um Tensorkompo-
nenten handelt:

Im Gegensatz zu Vektorkomponenten transformieren sich die g;; in nicht kon-
tragredient sondern kogredient mit Hilfe der Basiswechselmatrix selbst. Eine ausfiihrli-
chere Analyse dieses Verhaltens présentieren wir im Abschnitt {iber den Dualraum und
begniigen uns hier mit der Charakterisierung der g;; als kovariante Komponenten
des Metrischen Tensors g. Schliellich méchten wir noch demonstrieren, wie sich die
Lénge |z | eines Vektors z und der Winkel v zwischen zwei Vektoren z und y durch den
Metrischen Tensor auf basisunabhéngige Weise ausdriicken lassen: a

]2 = x| = \/9gij xiad (2.28)

_ Gij 'y ‘
\/gij riwd \/gij Yy

(z-z) =z

(2.29)

(z-y) = [z|lylcos(e) = cos(a)

Diese Darstellung von Léngen und Winkeln zeigt, dal der Name Metrik fiir den Tensor
g und die g;; gut gewahlt ist.



2.2.2 Der inverse Metrische Tensor

Im Folgenden gehen wir davon aus, dafl die Metrik nicht entartet ist und dafl die
Determinante der Komponentenmatrix von g mit

gl #0 (2.30)

nicht verschwindet. Damit 148t sich diese Matrix invertieren, wobei wir die inverse
Komponentenmatrix mit hochgestellten Indizes schreiben:

9] = [gi5] " (2.31)
Der Zusammenhang zwischen der Komponentenmatrix und ihrem Inversen lautet:

gl=1 = gug"=0. (2.32)

NS

Um das Transformationsverhalten der ¢¥ zu studieren, schreiben wir zunichst die
Transformationsvorschrift (2.27) fiir die g;; in Form einer Matrixgleichung:

/

g:

=

g A" (2.33)

Durch Inversion dieser Gleichung erhalten wir die Transformationsvorschrift fiir die
invertierte Komponentenmatrix:

= (AgAT)T = @D (2.34)

NS
=
NS

oder als Gleichung in Komponenten:
g7 = NN gl (2.35)

Die g% sind somit ebenfalls Komponenten eines Tensors g~! und transformieren sich
zweifach kontragredient.



2.2.3 Klassifizierung von Metriken

Einem Satz der linearen Algebra zufolge ist es moglich, symmetrische Tensoren durch
einen Basiswechsel in Diagonalform zu bringen. Die Komponenten des Metrischen Te-
nosrs lauten in diesem Fall

gij:(ui'ﬂj):() i F]. (2.36)

Geometrisch interpretiert stehen die Basisvektoren aufeinander senkrecht und bilden
zu dieser Metrik eine Orthogonalbasis. Durch geschickte Wahl der Skalierung ist es
weiterhin moglich, die verbleibenden Diagonalelemente auf 1 zu normieren und eine
Orthonormalbasis zu erhalten:

gi = (u; - u; ) = +1. (2.37)

—r 1

Der Triigheitssatz von Sylvester besagt, dafl in die Anzahl Ny der reellen
Basisvektoren (g;; > 0) und die Anzahl N; der imaginéren Basisvektoren (g; < 0) fiir
jede Metrik charakteristisch ist und bei einem Basiswechsel erhalten bleibt. Die Zahlen
Ng und N; haben die Eigenschaft

NR—N] = S, (239)

wobei n die Dimension des Grundvektorraumes und s die Signatur der Metrik ist.
Abhéngig von ihrer Signatur werden Metriken in zwei Klassen eingeteilt:

— Euklidische (Riemannsche) Metriken:

Mit s = #+n existieren nur reelle oder nur imaginére Vektoren, und die Metrik ist
positiv oder negativ definit. Damit sind Quadrate von Vektoren immer positiv
oder negativ, und die Metrik verhalt sich so, wie wir es aus der Euklidischen
Geometrie des R3 gewohnt sind. In krummlinigen Koordinatensystemen heifien
solche Metriken nicht Euklidisch sondern Riemannsch.

— Pseudoeuklidische (Pseudoriemannsche) Metriken:

Es existieren sowohl reelle als auch imaginédre Vektoren, und die Metrik ist inde-
finit. Damit kénnen Quadrate von Vektoren positiv und negativ sein oder sogar
verschwinden, wodurch sich eine solche Metrik nicht wie die Euklidische Geome-
trie des R?® verhiilt. Beispiel fiir einen Vektorraum mit pseudoeuklidischer Geo-
metrie ist der Minkowskiraum mit der Signatur s = F2. In krummlinigen Koor-
dinatensystemen heiflen Metriken dieser Art nicht Pseudoeuklidisch sondern
Pseudoriemannsch.



2.2.4 Isometrische Transformationen

Eine besondere Klasse von Basistransformationen hat die Eigenschaft, zwar Basisvek-
toren und Vektorkomponenten zu verandern, die Komponenten g;; des Metrischen Ten-
sors jedoch unangetastet zu lassen. Diese speziellen Transformationen werden isome-
trisch genannt und miissen als Matrix A ausgedriickt folgende Bedingung erfiillen:

AgA"=yg. (2.40)

<

Wenden wir die Produktregel fiir Determinanten an, kénnen wir eine Aussage iiber die
Determinante von A gewinnen:

AP=1 = |A|==+1. (2.41)

Wir mochten die Bedeutung der isometrischen Transformationen durch zwei bekannte
Beispiele verdeutlichen:

— Fuklidische Metrik:
Die Standardmetrik des R" lautet in einer Orthonormalbasis

g=1, (2.42)

wodurch die Bedingung ([2.40) die Gestalt
AN =1 (2.43)

annimmt. Diese Gleichung 1483t sich als Aussage iiber die inverse Basiswechsel-
matrix interpretieren:

At =AT. (2.44)

Matrizen mit dieser Eigenschaft heiflen orthogonal und beschreiben geome-
trisch eine Drehung der Basisvektoren im Raum. Wendet man diese Beziehung
auf die Transformationsvorschrift fiir kontravariante Vektorkompnonenten
an, zeigt sich, dafl bei orthogonalen Transformationen der Unterschied zwischen
kontra— und kogredient verschwindet:

(@] = (A7) ] = A [2]. (2.45)
Das ist auch der Grund, weswegen bei der elementaren Einfithrung des R® und

seines Skalarproduktes weder der Metrische Tensor noch kontra— und kovariante
Komponenten mit hoch— oder tiefgestellten Indizes eine Rolle spielen.
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— Minkowskimetrik:

Die Minkowskimetrik ist pseudoeuklidisch und hat in einer Orthonormalbasis die
Gestalt

G| = , West Coast Metric®. (2.46)

oo o=
o oo
|
o= oo
_ o oo

Die hier gewéhlte Vorzeichenkonvention entspricht der Signatur s=—2, die eben-
falls mogliche komplementire Wahl der Vorzeichen mit s=2 wird im Fachjargon
,East Coast Metric“ genannt. Isometrische Transformationen der Minkowskime-
trik sind Lorentztransformationen mit der Eigenschaft |A| = 1. Da jedoch

(9] # 1 (2.47)

gilt, sind Lorentztransoformationen keine orthogonalen Matrizen, obwohl sie eine
Orthonormalbasis in eine neue Orthonormalbasis iiberfithren. Folglich muf} in
der Relativitiatstheorie der Ricci— Kalkiil mit hoch— und tiefgestellten Indizes im
vollen Umfang beriicksichtigt werden, auch wenn sich dessen Auswirkung nur auf
wenige Vorzeichenwechsel beschrankt.

2.3 Der Dualraum

Mit Hilfe des im letzten Kapitel eingefiithrten Skalarproduktes lassen sich zwei Vektoren
unabhéngig von der gewihlten Basis einer Zahl zuordnen. Eine alternative Methode
der invarianten Verkniipfung von Vektoren und Zahlen sind Linearformen, die im Ge-
gensatz zum Skalarprodukt nur jeweils einen Vektor auf eine Zahl abbilden. Beispie-
le fiir solche Linearformen sind Richtungsableitungen von Feldern oder Differentiale
entlang Koordinatenlinien. Mit der Bezeichnung Linearform wird angedeutet, daf
diese Abbildungen beziiglich ihres Argumentvektors linear sind und selbst einen n—
dimensionalen Vektorraum bilden. Dieser Raum der linearen Abbildungen ist aus dem
Grundvektorraum V" abgeleitet und wird als dessen Dualraum V*" bezeichnet.

2.3.1 Basis des Dualraumes

Wendet man eine Linearform x() auf den Argumentvektor

y=y'y (2.48)
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an, ergibt sich aufgrund der Linearitéat von y()

X)) = x('w) = y'x(y). (2.49)

Angehingte Klammersymbole () sollen den Abbildungscharakter der betrachteten Gro-
e unterstreichen. Man kann in diesem Ausdruck die Zerlegung von x/() in einer Basis
des Raumes der Abbildungen erkennen, welche durch die Basis u; des Grundvektorrau-
mes generiert wird. Bei der Aufteilung von in Komponenten und Basisabbildun-
gen ist zu bedenken, daf das dem Argumentvektor entnommene y° keine Eigenschaft
der Linearform y darstellt und somit als deren Komponente nicht in Frage kommt.
Vielmehr 148t sich dieser Term sinnvoll als das Resultat einer Basisform interpretieren,
die auf y angewandt wurde. Damit haben die einzelnen Bestandteile von die
Bedeutung

y* =: u'(y) Basisabbildung (2.50)
Xi = X(u;) Koeffizient, (2.51)

und die Entwicklung von y() in der Basis u’() des Dualraumes lautet

X(y) = xiu'(y) .- (2.52)

2.3.2 Basiswechsel im Dualraum

Wird im Grundvektorraum V™ ein Wechsel der Basis vorgenommen, induziert dieser
Proze auch einen Basiswechsel im Dualraum V*". Betrachten wir zunéchst die Basi-
sabbildungen u’(), die sich laut wie die Komponenten 3 des Argumentvektors
transformieren:

y =Ny = W) =N (). (2.53)
Die Klammern sind eine zusétzliche Hilfe zur Unterscheidung der Basisabbildung u*()

vom Basisvektor ;. Bei den Komponenten y; konnen wir die Linearitdt von x() aus-
nutzen:

Xir = xluy) = XA ) = Ayt x(w) = Ay (2.54)
In der Zusammenfassung sieht ein Basiswechsel im Dualraum folgendermaflen aus:

W) = N ul() (2.55)
Xp = Nt (2.56)
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Die Basisabbildungen u’() transformieren sich somit kontragredient und die Koeffizi-
enten y; kogredient.

2.3.3 Duale Tensoren hoherer Stufe

Dualrdume lassen sich wie ihre Grundvektorrdume zu einem p—fachen kartesischen Pro-
dukt zusammenschlieSen, wodurch sie einen dualen Tensorraum p-ter Stufe bilden. Die
Basiselemente dieses Raumes haben die Gestalt

u()® - @u'(), (2.57)

weswegen die Komponenten dualer Tensoren konsequenterweise mit p untenstehenden
Indizes versehen werden:

X0 = Xii, U@ @u(). (2.58)
Diese Komponenten transformieren sich bei einem Basiswechsel p—fach kogredient:
Xipogp = Ny A Xy, - (2.59)

Wir nennen die x;,...;, die p—fach kovarianten Komponenten des dualen Tensors
x (). Die Basisformen in bestehen aus jeweils p Basisabbildungen u*(), von denen
jede nach dem Einsetzen eines Argumentvektors eine skalare Zahl produziert. Da laut
das Tensorprodukt ® fiir Skalare zum gewohnlichen Produkt degeneriert, ordnet
jede Basisform aus p Vektoren eine einzige Zahl zu. Der duale Tensor x/() wird
somit selbst zu einer Multilinearform, welche aus p Vektoren einen skalaren Zahlenwert
erzeugt. Dieses gilt strengenommen auch fiir den Metrischen Tensor mit p = 2, der
korrekterweise als Metrischer dualer Tensor zweiter Stufe bezeichnet und geméfl
den hier verwendeten Konventionen als g() geschrieben werden miifite. Wir passen
uns in diesem Fall jedoch der allgemein iiblichen Schreibweise an und nennen den
Metrischen Tensor weiterhin g.

2.3.4 Identifizierung mit Vektoren

Obwohl der Dualraum V*” seine Struktur auf die in Abschnitt .3.1]beschriebene Weise
aus dem Grundvektorraum V" bezieht, sind beide Rdume zunéchst streng voneinan-
der zu unterscheiden. Allerdings besitzen sie die gleiche Dimension n und sind somit
wenigstens als abstrakte Vektorrdume zueinander isomorph. Um nun tatséchlich eine
bestimmte Linearform x() mit einem bestimmten Vektor z identifizieren zu konnen,
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bendtigen wir einen expliziten Isomorphismus, der zwischen V™ und V*” vermittelt. Ein
solcher Isomorphismus 148t sich mit Hilfe der Metrik konstruieren indem wir festlegen:

X(y) =(z-y). (2.60)

Durch diese Definition ist es moglich, die x; dem Vektor x selbst zuzuordnen und als
eine Art alternativer Vektorkomponenten z; zu interpretieren:

vi= X = X)) = (2-w) = () = 27g;. (2.61)

Beide Arten von Komponenten lassen sich also mit Hilfe des Metrischen Tensors g bzw.
dessen Inversen ineinander umrechnen:

o = g, (2.63)

Mit hat sich der folgende Sprachgebrauch etabliert: Die 2% sind die kontravari-
anten und die z; die kovarianten Komponenten des Vektors z. Es ist zu beachten, daf3
diese Betrachtungsweise nur bei Vorhandensein einer Metrik erlaubt ist. Ohne Metrik
existieren nur die kontravarianten Komponenten z° eines Vektors z und die kovarianten
Komponenten x; einer Linearform x().

Schliellich wollen wir untersuchen, zu welchen Vektoren des Grundvektorraums V"
die Basisabbildngen u‘() isomorph sind. Hierfiir verwenden wir als Ansatz spezielle
Vektoren uY und priifen deren Wirkung auf einen Vektor y:

u = gy, (2.64)
W) = (u? ) = g"(u) (2.65)
W(y) = g (w-y) = 9"y’ =0y =y (2.66)

In der letzten Gleichung zeigt sich, dafl der Ansatz (2.64) richtig gewahlt ist und zum
korrekten Verhalten der Basisabbildung u‘() im Sinne von fithrt. Trotzdem ent-
steht der Eindruck, dafl der Ricci— Kalkiil hier an seine Grenzen stofit. Eine spezielle
Linearkombination von Basisvektoren u, wird gewissermaflen automatisch zur Linear-
form und mit einem obenstehenden Index versehen, obwohl sie ein Element des Grund-
vektorraums V™ repréisentieren soll. Diese vermeintliche Schwiche des Ricci— Kalkiils
ist gleichzeitig sein grofiter Vorteil: Formales Vorgehen fithrt zu korrekten Resultaten,
ohne dafl der mathematische Charakter der verwendeten Gréfien notwendigerweise ver-
standen sein muf.
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2.4 Herauf— und Herunterziehen von Indizes

Der in Abschnitt vorgestellte Wechsel zwischen kontra— und kovarianten Vektor-
komponenten wird im physikalischen Fachjargon salopp als Heraufziehen und Her-
unterziehen des Index bezeichnet. Es spricht nichts dagegen, dieses Verfahren auch auf
Tensoren hoherer Stufe auszuweiten und jeweils getrennt in den einzelnen Grundvek-
torrdumen bzw. Dualrdumen durchzufithren. Auf diese Weise kénnen mehrfach Indizes
herauf- oder heruntergezogen werden wie beispielsweise in

P s B
Liyoipy = Girga Gipjp T 7 (2.67)
Es lassen sich auch Mischformen erzeugen wie in

i1 43 911213
2" = iy T , (2.68)

wobei in ([2.68]) von den zweifach kontravarianten und einfach kovarianten Kom-
ponenten des Tensors x gesprochen wird. Wichtig ist, dafy durch korrekte Einrtickun-
gen in den Indexgruppen nachgehalten wird, an welcher Stelle ein Index herauf- oder
heruntergezogen wurde, weswegen keine Indizes iibereinander stehen diirfen. Symme-
trische Tensoren bilden hier eine Ausnahme, da bei ihnen die horizontale Anordnung
der Indizes unerheblich ist.

2.5 Tensoroperationen

Es gibt mehrere Methoden, um aus vorhandenen Tensoren neue zu erzeugen. Da ein
Tensor p—ter Stufe auch als ein Vektor in einem nP—dimensionalen abstrakten Vektor-
raum aufgefalit werden kann, ist sowohl die Summe zweier gleichstufiger Tensoren als
auch die Multiplikation eines Tensors mit einer Zahl ebenfalls ein Tensor. Dariiberhin-
aus gibt es die folgenden weniger trivialen Verfahren, um aus vorhandenen Tensoren
neue zu generieren:

2.5.1 Tensorprodukt

Schon bei der Einfithrung der Tensorbasis hatten wir iiber die Tensormultipli-
kation ® mehrere Vektoren zu einem Tensor hoherer Stufe zusammengefiigt. Da dieses
Tensorprodukt lediglich ein kartesisches Produkt darstellt, ist es ohne weiteres auf be-
liebige Tensoren iibertragbar. Betrachten wir zwei Tensoren x (p—ter Stufe) und y
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(g—ter Stufe) und bilden das Tensorprodukt w (p + g—ter Stufe):

Tr = xll---lp Q21® e ® uip (269)
y = yjl"'jq (n R ® gjq (270)
w o= zQy ="y Ty @ QU ® U, @ Qu,, . (2.71)

Laut (2.71]) ist w eine Linearkombination von Basistensoren p + g—ter Stufe und somit
selbst ein Tensor.

2.5.2 Uberschiebung

Zwei Tensoren werden iiberschoben, indem in den Komponenten beider Faktoren je-
weils ein Index gewéhlt und gleichgesetzt wird. Anschliefend wird iiber diesen Index
summiert. Technisch erinnert dieses Verfahren an das Matrixprodukt, wobei fiir die
Uberschiebung der Summationsindex eines Faktors hochgestellt und der des anderen
Faktors tiefgestellt sein mufl. Zur Vorbereitung ist also gegebenenfalls zunéchst ein
Index herauf— oder herunterzuziehen. Betrachten wir als Beispiel die beiden Tensoren

r = $i1i2i3 Qil & Q—Liz (%9 27;3 (272>
y = YRy @u,@u g, (2.73)

welche wir iiber die Indizes 75 und j3 {iberschieben wollen. Das Ergebnis dieses Prozesses
lautet

i193j1j2ja _ i1kis , J1d2 J4
w ==z Yyt (2.74)
Zum Beweis, dafl dieses Resultat wieder ein Tensor ist, betrachten wir den Basiswechsel
R ] ik ! j/j/ ]-/
whtsiiizlys — phf s Y 1 2k/ 4
AT AT AJL ATh AJL AR AL dinkis  did2 da
= A AP AT N2 AT AT N Yy,
= AT NS N NN 6L gtk 0t o Gleichung ([24)
= i g T A Ok ¥ g i
_ Aill Aié Aji Ajé AJQ pitkis o d1d2 ja
o it dgtt it g2ttt da ¥k
— AT A AT AT ATL wiisiiizia (2.75)
11 3 J1 J2 J4 ’ :

aus dem sich die korrekte Transformationsformel fiir den Tensor w ergibt. Eine Uber-
schiebung 148t sich auch {iber mehrere Indexpaare durchfiihren.
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2.5.3 Kontraktion

Ein Tensor wird kontrahiert, indem zwei Indizes gleichgesetzt werden und anschlieend
die Summe iiber diesen Index gebildet wird. Technisch erinnert dieses Verfahren an die
Spurbildung einer Matrix, wobei fiir die Kontraktion ein Index hochgestellt und der
andere tiefgestellt sein mufl. Gegebenenfalls ist hierfiir zunéchst ein Index herauf- oder
herunterzuziehen. Betrachten wir als Beispiel den Tensor

T = xi1i213i4 @il ® uiQ R Qig ® "—%‘4 , (276)

den wir iiber die Indizes i; und 73 kontrahieren wollen. Die kontrahierten Komponenten
lauten

gl = gk (2.77)

Zum Beweis, dafl das Resultat wieder ein Tensor ist, betrachten wir den Basiswechsel

il Ky i

=z ?

= AV AR AT i

= o /\ZIIQZ-QAZ%4 gtz < Gleichung

— A% N g

— A AT g (2.78)
aus dem sich die korrekte Transformationsformel fiir den Tensor x ergibt. Eine Kon-
traktion 148t sich auch {iber mehrere Indexpaare durchfiihren.
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3 Allgemeine Relativitidtstheorie

Fiir die klassische Physik ist Gravitation die Auswirkung einer Kraft in einem flachen
Raum. Die Allgemeine Relativitéitstheorie beschreibt stattdessen die Graviatation als
kréftefreie Bewegung in einem gekriimmten Raum— Zeitkontinuum. Um zu verstehen in
welcher Weise diese Theorie eine Verallgemeinerung der Speziellen Relativitdtstheorie
ist, untersuchen wir, wie gewisse Prinzipien der relativistischen Physik in mathemati-
schen Forminvarianzen umgesetzt werden:

— Das Relativitdtsprinzip:

Dieses Prinzip liegt nicht nur der Relativitédtstheorie sondern auch der klassischen
Mechanik zugrunde. Es besagt, da die Wahl des Inertialsystems fiir die Auf-
stellung mechanischer Bewegungsgleichungen unerheblich ist und nur Auswirkun-
gen auf die Anfangsbedingungen hat. Damit ist die mathematische Gestalt der
Bewegungsgleichungen vom verwendeten Inertialsystem unabhéingig oder anders
ausgedriickt: Die Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik sind formin-
variant gegeniiber Galileitransformtationen.

— Das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit:

Die Verbindung dieses Prinzips mit dem Relativitatsprinzip unterscheidet die
Spezielle Relativitédtstheorie von der Newtonschen Mechanik. Formuliert man ei-
ne Theorie wie beispielsweise die Elektrodynamik als Beziehung zwischen Vie-
rertensoren iiber dem Minkowskiraum, werden beide Prinzipien gewissermaflen
automatisch erfiillt und die Theorie wird forminvariant gegeniiber Lorentztrans-
formationen.

— Das Aquivalenzprinzip:
Dieses Prinzip bildet die Grundlage der Allgemeinen Relativitéatstheorie und wur-
de von Einstein den beiden obengenannten Prinzipien hinzugefiigt. Es besagt
sinngeméf3:

Durch Beschleunigung hervorgerufene Krifte sind von gleichgrofien
Gravitationswirkungen ununterscheidbar.

Aufgrund dieses Prinzips kann in einem frei fallenden Koordinatensystem speziell-
relativistische Physik ohne Beriicksichtigung der Gravitation betrieben werden.
Die aus ihm resultierende Forminvarianz betrifft die Giiltigkeit allgemeinrelativi-
stischer Gleichungen auch fiir krummlinige Koordinatensysteme.

Die Bezeichnung A 11 g e m e i n steht also fiir die Erweiterung der Forminvari-
anz gegeniiber Lorentztransformationen zu einer Forminvarianz gegeniiber beliebigen
Koordinatentransformationen. Eine solche allgemeine Kovarianz kann auch in der
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klassischen Mechanik durchaus hilfreich sein. Im Lagrangeformalismus beispielsweise
sind die Lagrangefunktion L und die Euler— Lagrangeschen Bewegungsgleichungen

d (0L oL
a(a—)— o~ 0 (3.1)

deshalb ein so méchtiges Instrument, weil sie gegeniiber beliebigen Koordinatentrans-
formationen forminvariant sind. Auf diese Weise konnen ohne Einschrankungen die-
jenigen Koordinaten gewéhlt werden, die sich fiir das speziell untersuchte physikali-
sche Problem besonders eignen. Hiervon abgesehen ist die allgemeine Kovarianz in der
klassischen Mechanik zwar ein willkommenes technisches Hilfsmittel, in physikalischer
Hinsicht besteht jedoch fiir allgemeine Kovarianz keinerlei Notwendigkeit.

In der Allgemeinen Relativitédtstheorie ist die Situation anders, denn diese Theorie soll
ohne Einschrankung fiir beliebige Gravitatonsfelder giiltig sein. Dem Aquivalenzprinzip
zufolge muf} es fiir jedes Raum— Zeit— Ereignis ein frei fallendes Koordinatensystem
geben in welchem sich , gravitationslose® Physik betreiben 1488t. Da man nicht fiir jeden
Weltpunkt eine eigene Form der Feldgleichungen entwickeln méchte, miissen diese fiir
alle lokal frei fallenden Koordinatensysteme dieselbe mathematische Gestalt besitzen.
Dieses 148t sich nur erreichen, wenn die Theorie allgemein kovariant ist und sich die
verwendeten Koordinatensysteme in jedem Raum-— Zeitpunkt an beliebig strukturierte
Gravitationsfelder anpassen lassen. In den folgenden Abschnitten und Kapiteln werden
wir deswegen eine fiir krummlinige Koordinaten geeignete Tensoralgebra und —analysis
vorstellen.

3.1 Die Koordinatenbasis

In der elementaren analytischen Geometrie werden Objekte durch das Abtasten mit der
Spitze eines Ortsvektors x beschrieben, der in einen globalen Vektorraum V" eingebet-
tet ist und dessen Fufipunkt mit dem Nullpunkt dieses Vektorraumes zusammenfallt.
Eine in diesem Ortsvektorraum eingefiihrte Basis ordnet dem Vektor z ein Tupel reeller
Zahlen {z'} zu, welche die Position des abgetasteten Punktes im Raum beschreiben und
Koordinaten genannt werden. Variiert man eine dieser Koordinaten und hélt alle an-
deren auf vorgegebenen Werten fest, bewegt sich die Spitze des Ortsvektors z(z' - - - 2™)
entlang einer Koordinatenlinie. Die Koordinatenlinien bilden n Systeme parallel ver-
laufender Geraden, weswegen man von einem Parallelkoordinatensystem spricht.
Der zur Koordinate x' gehorige Basisvektor u; ist zur Koordinatenlinie

x? = const. JF (3.2)
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parallel und kann als deren Tangentialvektor aufgefalt werden:

r = 2'u (3.3)
0

. = - T 4

U i L (3.4)

Da einerseits die Koordinatenlinien durch die verwendeten Basisvektoren bestimmt
werden und man sich umgekehrt auch die Basisvektoren iiber durch die Ko-
ordinatenlinien festgelegt denken kann, spricht man von einer Koordinatenbasis. Je
nach verwendeter Metrik stellen sich die Geradensysteme der Koordinatenlinien als
schiefwinklig oder als senkrecht aufeinanderstehend heraus, und die Basisvektoren sind
normiert oder auch nicht. Bei senkrecht aufeinanderstehenden Koordinatenlinien und
normierten Basisvektoren bilden die 2° ein kartesisches Koordinatensystem.

3.2 Krummlinige Koordinaten

Nicht immer sind die oben beschriebenen Parallelkoordinatensysteme an das gegebene
Problem gut angepaf3t, und es kann durchaus wiinschenswert sein, ein Koordinatensy-
stem mit gekriimmten Koordinatenlinien zu verwenden. Liegt beispielsweise Radial—
oder Kugelsymmetrie vor, wiren Polar— oder Kugelkoordinaten die geeignete Wahl.
Fiir krummlinige Koordinaten sind allerdings einige der oben erlduterten Vorstellungen
nicht mehr zutreffend. Verfolgt man z.B. eine Koordinatenlinie, kann sich der Tangen-
tialvektor von Punkt zu Punkt &ndern, so dafl man offensichtlich nicht mehr mit einer
globalen Koordinatenbasis auskommt. Stattdessen findet man in jedem Raumpunkt
eine eigene Basis vor, wodurch die Basisvektoren zu ortsabhingigen Vektorfeldern wer-
den. Eine verdnderliche Koordinatenbasis erfordert die Einfithrung einiger neuer Kon-
zepte, die wir in den néchsten Abschnitten vorstellen werden.

3.2.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Zunéchst mag es so aussehen, als sei die ortsabhéngige Basis ein rein technisches Pro-
blem, das nur die Durchfithrung einiger Rechnungen erschwert. Dieses trifft beispiels-
weise zu, wenn man im V? ein Polarkoordinatensystem oder im V3 ein Kugelkoor-
diatensystem einfiihrt. Beide sind globale Vektorrdume, in denen auch Parallelkoor-
dinatensysteme als Alternative zur Verfiigung stehen. Es ist daher moglich, weiterhin
mit einem Ortsvektor arbeiten, allerdings kann dieser in krummlinigen Koordinaten
eine ungewohnte Gestalt annehmen. Interessiert man sich hingegen fiir Phdnomene
auf einer eindimensionalen Kreislinie oder einer zweidimensionalen Kugeloberfliche,
mochte man diese unabhéngig von einem Einbettungsraum beschreiben. Daher werden
in der Differentialgeometrie Raumpunkte nicht mehr durch einen Ortsvektor sondern
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allein durch die Koordinaten z* beschrieben, die somit ihren Status als Vektorkompo-
nenten verlieren. Verschiedene Koordinatensysteme lassen sich iiber die funktionalen
Abhéngigkeiten

o = a7zt 2™ (3.5)

ineinander umrechnen, wobei vorausgesetzt wird, dafl sich diese Funktionen umkehren
lassen und dafl sowohl sie selbst als auch die Umkehrfunktionen geniigend oft diffe-
renzierbar sind. Aus diesem Grund nennt man den Koordinatenwechsel einen
Diffeomorphismus und die Menge aller Ortspunkte heifit nicht mehr Vektorraum
sondern Differenzierbare Mannigfaltigkeit. In demselben Jargon werden die z° als
Karte bezeichnet, allerdings werden wir weiterhin den Begriff Koordinatensystem
verwenden.

3.2.2 Tangentialvektorrdume

Mit dem Wegfall des globalen Ortsvektorraumes V" benotigen wir eine neue Platt-
form, in welcher Vektoren und Tensoren dargestellt werden kénnen. Das gilt auch fiir
die Tangentialvektoren an Koordinatenlinien, die im Falle eines Parallelkoordinaten-
systems globale Giiltigkeit besitzen und die sich bei krummlinigen Koordinaten von
Raumpunkt zu Raumpunkt éndern. Dieser Ubergang von einer globalen zu einer Viel-
zahl lokaler Strukturen fithrt dazu, daf§ der globale Ortsvektorraum durch unendlich
viele Tangentialvektorrdume ersetzt werden muf, die jeweils einem einzelnen Raum-
punkt P zugeordnet sind:

Vs V. (3.6)

Die in dem Punkt P vorhandenen Tangentialvektoren an die Koordinatenlinien bilden
eine Basis fiir den dort angehefteten Vektorraum V(’}). Diese vielfachen Tangential-
vektorrdume fiithren zu einer eigentiimlichen Schwierigkeit. Zwar konnen Vektoren im
gleichen Raumpunkt P wie gewohnt addiert und subtrahiert werden, es ist jedoch nicht
erlaubt, Additionen oder Subtraktionen von Vektoren in verschiedenen Raumpunkten
durchzufithren. Dieses ist erst nach Einfithrung einer zusétzlichen Struktur moglich,
die als Zusammenhang bezeichnet wird.

Der Zusammenschlufl mehrerer Instanzen des lokalen Tangentialvektorraumes zu ei-
nem Tensorraum geschieht getrennt in jedem Raumpunkt durch kartesische Produkt-
bildung. Auf diese Weise iibertrégt sich das Problem der Vergleichbarkeit von Vektoren
in verschiedenen Raumpunkten auch auf Tensoren héherer Stufe.
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3.2.3 Kotangentialrdume

Den Ubergang von einer globalen zu unendlich vielen lokalen Strukturen miissen wir
auch fiir Linearformen durchfiihren, da diese einen Vektor als Argument haben und
somit ebenfalls lokal in einem Raumpunkt P zum Einsatz kommen. An jeden Punkt P
wird also nicht nur ein Vektorraum V(”P) sondern auch ein dualer Raum V{;ﬁ) angeheftet,
und wir konnen den zum Ortsvektorraum analogen Zerfall des globalen Dualraumes in
eine Vielzahl lokaler Instanzen beobachten:

Vo= Vi (3.7)

Diese Dualrdume werden als Kotangentialriume bezeichnet. Wie bei Vektoren be-
schrankt sich die Vergleichbarkeit von Linearformen auf den lokalen Dualraum in P
und kann nicht auf Linearformen in verschiedenen Kotangentialraumen iibertragen wer-
den. Falls neben den Tangential- und Kotangentialrdumen eine Metrik zur Verfiigung
steht, konnen V('}D) und V(?}) wie in Abschnitt beschrieben miteinander identifiziert
werden. Die Metrik ist ebenfalls ortsabhéngig, denn sie wird iiber dem Tangentialvek-
torraum jedes Punktes separat definiert.

3.3 Wechsel des Koordinatensystems

In Abschnitt hatten wir bereits erwédhnt, dafl mit der Einfithrung Differenzierbarer
Mannigfaltigkeiten und dem damit verbundenen Wegfall des Ortsvektorraumes der
Basiswechsel (2.3) durch den Diffeomorphismus

= 222 (3.8)

ersetzt wird. Wir wenden uns nun der Frage zu, auf welche Weise dieser Diffeomor-
phismus in den verschiedenen Tangential- und Kotangentialriumen V(”P) und V(*]’}) den
Wechsel der lokalen Basis bestimmt, den wir fiir die Umrechnung von Vektor— und
Linearformkomponenten in diesen Rdumen bendétigen. Ausgangspunkt dieser Unter-
suchung ist die schon bekannte Transformation von Parallelkoordinatensystemen mit
Hilfe der Basiswechselmatrix A und ihres Inversen:

./ ./

o= Al (3.10)
Wir interpretieren die obenstehenden Gleichungen als Spezialfall eines Diffeomorphis-
mus’ mit Geraden als Koordiatenlinien. Auch wenn die Transformation der Vektorkom-

ponenten hier im Tangentialvektorraum des Koordinatenursprungs stattfindet, erlaubt

22



einem ein Parallelkoordinatensystem, sich eine Kopie dieses Vektorraumes an jeden
Raumpunkt angeheftet zu denken. Mit Hilfe von (3.9) und (3.10)) lassen sich die Kom-
ponenten der Basiswechselmatrizen durch partielle Differentiation berechnen:

. J'

N, = g; (3.11)
- ox’

Aj/l - W (312)

Die Bildung der partiellen Ableitungen kann auch im Fall des allgemeinen Diffeomor-
phismus ({3.8]) durchgefiihrt werden, wobei diesesmal die so generierten Basiswechsel-
matrizen vom betrachteten Raumpunkt P abhéngig sind:

-/ 85le
e (3.13)
; oz’
AP = o] (3.14)

Damit steht fest, dafl die durch den Diffeomorphismus erzeugten Transformationsmatri-
zen fiir Vektor— bzw. Linearformkomponenten die Funktional— bzw. Jacobimatrizen der
betreffenden Koordinatentransformation sind. Die bei einem Diffeomorhpismus implizit
angenommenen Voraussetzungen garantieren die Umkehrbarkeit dieser Transformati-
on und somit die Existenz von . Analog zu Basiswechselmatrizen ist die
inverse Matrix von (|3.13)):

ox’ axi' 17!

3.4 Beispiele

An dieser Stelle mochten wir Koordinatentransformationen und die Metrik iiber einer
Differenzierbaren Mannigfaltigkeit an zwei geldufigen Beispielen demonstrieren:

3.4.1 Polarkoordinaten

Polarkoordinaten beschreiben die Lage eines Punktes durch den Abstand r zum Koordi-
natenursprung und den Winkel ¢ zur positiven 2—Achse. Im Folgenden sind 2% = {x, y}
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die kartesischen und z* = {r, ¢} die Polarkoordinaten. Die Transformation von Polar-
koordinaten in kartesische Koordinaten lautet:

x = rcos(yp) (3.16)
= rsin(p).

Daraus lassen sich vier partielle Ableitungen berechnen

Ox Ox ,

9 = cos(p) 9 —rsin(p) (3.17)
oy . dy

i sin(y) 90 rcos(p),

welche als Matrix zusammengefafit die Transformationsmatrix fiir kontravariante Vek-
torkomponenten ergeben:

oz7’' Cos —7 si
o) _ [ coste) mrsin(e) ) (3.18)
oz sin(yp)  rcos(p)
Die umgekehrte Transformation (Kartesische Koordinaten in Polarkoordinaten) lautet:

ro= \at+y? (3.19)

o = arctan<g>+mr new.
x

Die ganze Zahl n ist je nach Quadrant geeignet zu wéhlen, fiir die zu bildenden parti-
ellen Ableitungen spielt sie jedoch keine Rolle. Diese lauten

or__* %9y (3.20)
8.1’_,/1'24-:(;2 8:1:_562+y2 .
or Yy Op x

dy  JErg Oy P

und konnen zur Transformationsmatrix fiir kovariante Vektorkomponenten zusammen-
gefalt werden:

ox' B cos(p)  sin(yp)
lw] B ( —%Sin(gp) %cos(go) > ' (3.21)
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Die hier erfolgte Umrechnung der Matrixkomponenten in Polarkoordinaten ist fiir die
Transformation kovarianter Vektorkomponenten niitzlich und erleichtert auflerdem die

Uberpriifung, da8 (3.21)) tatsichlich die inverse Matrix zu (3.18) ist:

5 5] = () T ) el sonl) ) v o

T

Mit (3.18]) lassen sich auch die Komponenten des Metrischen Tensors transformieren.
In kartesischen Koordinaten ist (g;;) = 1, und uns interessiert

93] = ot our %

_ ( cos(p)  sin(p) )( cos(p) —rsin(p) ) (3.23)

—rsin(y) reos(p) J\ sin(p)  reos(p)

_ (g) 0)

Diese Matrix 1483t sich leicht invertieren, so dafl wir auch die Komponenten des inversen
Metrischen Tensors kennen:

9] = <[1) 2) (3.24)

Mit ((3.23)) und ([3.24)) sind wir in der Lage, Indizes im Polarkoordinatensystem herauf-

und herunterzuziehen.

[Ga:i/ oz’ }

I
1
Q| Q
8%
3

S
| — |

Q| Q
SH RS
<. =
—_

3.4.2 Kugelkoordinaten

Kugelkoordinaten beschreiben die Lage eines Punktes durch den Abstand r zum Koor-
dinatenursprung, den Winkel ¢ zur positiven x—Achse um die z—Achse und den Win-
kel ¢ zur positiven z—Achse des kartesischen Koordinatensystems. Im Folgenden sind
1" = {x,y, 2} die kartesischen und z* = {r, p,9} die Kugelkoordinaten. Die Transfor-
mation von Kugelkoordinaten in kartesische Koordinaten lautet:

x = rcos(p)sin(d)
= rsin(p)sin(?) (3.25)

z = rcos(V).
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Daraus lassen sich neun partielle Ableitungen berechnen

Oz : Ox : . Ox

el cos(¢) sin(v) e —rsin(yp) sin(v) 5 7 cos() cos(V)

dy . : y : dy .

B sin(¢p) sin(¥) e 1 cos(p) sin(9) 50 =" sin(p) cos(1)) (3.26)
0z 0z 0z .

= cos(1) e 0 99 = " sin(v)

welche als Matrix zusammengefafit die Transformationsmatrix fiir kontravariante Vek-
torkomponenten ergeben:

9 cos(p)sin(¥) —rsin(p)sin(d) 7 cos(p) cos(V)
{Ehi 1 = | sin(p)sin(d) rcos(p)sin(d)  rsin(p)cos(V) | . (3.27)
cos(¥) —rsin(9)

o

Die umgekehrte Tranformation (Kartesische Koordinaten in Kugelkoordinaten) lautet:

ro= a4y 422

¢ = arctan (E) +nm nez (3.28)
T

1
¥ = arctan <—\/:c2+y2>+m7r m € 7.
z

Die ganzen Zahlen m und n sind je nach Raumbereich geeignet zu wahlen, fiir die zu
bildenden partiellen Ableitungen spielen sie jedoch keine Rolle. Diese lauten

or _ z Op _ -y 00 _ vz
Or 42 +22 Or 2?4y’ O (24?4 22) /Pt y?
or Y dp  x o Yz

_ = (3.29)

Ay VP42 Oy a?4y? dy (22 +y? + 22)\ /22 + 2
or z (9_<p_0 09 \xr+y?

& 4/$2+y2—|—z2 0z % x2+y2+22

und konnen zur Transformationsmatrix fiir kovariante Vektorkomponenten zusammen-
gefafit werden:

cos(p) sin(19) sin(¢p) sin(¥}) cos(1)

[&rl } = [ —Lsin(p)/sin(¥) I cos(y)/sin(d) 0 : (3.30)
cos(i) cos(V)  }sin() cos(v)  — sin(v)
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Die hier erfolgte Umrechnung der Matrixkomponenten in Kugelkoordinaten ist fiir die
Transformation kovarianter Vektorkomponenten niitzlich und erleichtert auflerdem die

Uberpriifung, daB8 (3.30)) tatsichlich die inverse Matrix zu (3.27) ist:

o N[04 _
oxt || oxd" |

cos(p)sin(v) —rsin(p)sin(d¥) 7 cos(p) cos(?)
= sin(p)sin(¢)  rcos(p)sin(¥)  rsin(ep) cos(d) | --- (3.31)
cos(1) 0 —rsin(v)

cos(p) sin(17) sin(¢p) sin(¥) cos(1)
—Lsin(p)/sin(¥) 1 cos(p)/ sin(d) 0 =1.

Lcos(p)cos(v)  tsin(p)cos(v) —1sin(V)

Mit (3.27)) lassen sich auch die Komponenten des Metrischen Tensors transformieren.
In kartesischen Koordinaten ist (gy;;) = 1, und uns interessiert

[0z Oa 1 - {axi’r

gis] = g Oz
Yl = ozt 923 T Ox' :

| —
Q

8

<

cos(p)sin(¥)  sin(yp) sin(1F) cos(¥)
= —rsin(y) sin(d) 7 cos(p

~—
n
=
=

—~
53

~—
]

(3.32)

rcos(p) cos(¥) rsin(p)cos(?) —rsin(dF)

cos(p)sin(¥) —rsin(p)sin(d) 7 cos(p) cos(V)
sin(p)sin(d)  rcos(p)sin(d)  rsin(p) cos(V)

cos(v) 0 —rsin(v
1 0 0
= 0 72sin?(9¥) 0
0 0 r?

Diese Matrix 148t sich leicht invertieren, so dafl wir auch die Komponenten des inversen
Metrischen Tensors kennen:

1 0
9] = | 0 g O |- (3.33)

0 L

2

Mit (3.32)) und (3.33)) sind wir in der Lage, Indizes im Kugelkoordinatensystem herauf-
und herunterzuziehen.
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4 Die kovariante Ableitung

Bei der Analyse der Eigenschaften von Vektor— bzw. Tensorfeldern ist es von besonde-
rem Interesse, deren Anderung entlang von Kurven zu verfolgen. Informationen dieser
Art flielen in Gleichungen ein, welche die Felder mit Hilfe von Differentialoperationen
beschreiben und Feldgleichungen genannt werden. Die Maxwellschen Gleichungen der
Elektrodynamik oder die Newtonschen Gleichungen der mechanischen Bewegung ent-
halten partielle Differentiationen beziiglich der Ortsvariablen und der Zeit und gelten in
ihrer Standardform fiir kartesische Koordinaten. Sobald beschleunigte oder krummlini-
ge Koordinaten ins Spiel kommen entstehen Sondereffekte, die in der Mechanik durch
sogenannte Scheinkrifte zu beriicksichtigen sind, und in jedem Fall mufl man sich spe-
zielle Formen der Differentialoperatoren grad, div und rot verschaffen. Fiir die obenge-
nannten zwei klassischen Feldtheorien bilden Raum und Zeit nur eine Art Biihne fiir
die zu untersuchenden Phéanomene. Die Allgemeine Relativitdtstheorie hingegen trifft
Aussagen iiber die gekriimmte Struktur des Raum— Zeitkontinuums selbst, wodurch
die Verwendung geeigneter mathematischer Strukturen von vornherein unumgénglich
ist.

4.1 Die mitbewegte Basis

Wir wollen die Anderung eines Vektorfeldes v entlang einer Kurve in einem Raum un-
tersuchen, dessen Punkte P durch die Koordinaten {z'--- 2"} parametrisiert werden.
Nach Einfithrung des Kurvenparameters A\ lautet diese Kurve

P(A) = {z'(X), -, 2"(\)} . (4.1)

Der Ubersichtlichkeit halber schreiben wir ab jetzt Ableitungen nach dem Kurvenpa-
rameter mit einem Punkt. Leiten wir nun das Vektorfeld v nach A ab, erhalten wir:

d -0
0= ﬁy(xl(/\),...7x"(/\)) = g ol (4.2)
Die Terme 821' v werden in der lokalen Basis u,; entwickelt:
0
gl T Uk\i Uy, - (4.3)

Die Komponente vk‘i ist ein MaB fiir die differentielle Anderung des Vektors v entlang
der Koordinate ' und wird die kovariante Ableitung der Vektorkomponente v*
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nach x? genannt. Zur Berechnung von v’ji betrachten wir die linke Seite von (4.3) und
entwickeln auch v in der lokalen Basis u;:

0 0, 0 0

- Jay- i i 9
9ziC T i (Vu;) = ozt Y T Dt (44)

In einem Parallelkoordinatensystem verschwindet der Term a?ci uj, und die partielle

Ableitung des Vektors v reduziert sich wie gewohnt auf die partielle Ableitung sei-
ner Komponenten. Da die Basisvektoren Tangentialvektoren an die Koordinatenlinien
sind, verdndern sich in einem krummlinigen Koordinatensystem bei der Verfolgung
einer Koordinatenlinie gegebenenfalls deren Richtung und Lange. Wir miissen daher
davon ausgehen, dafl der Term 881 u; nicht verschwindet und stellen auch diesen als
Entwicklung in der lokalen Basis dar:

0
= r’f 4.5
Az (4.5)
Die Zahlen Ffj heiflen Christoffelsymbole zweiter Art und unterscheiden sich von
den Christoffelsymbolen TI';; ,, erster Art durch die Hochstellung des Index k:

rfj = g" Ty (4.6)

Die Ffj sind ein Audruck fiir die Kriimmung der Koordinatenlinien, die verschiedene
Ursachen haben kann: Einerseits konnen die krummlinigen Koordinaten willkiirlich in
einem Raum gewéhlt sein, der auch Parallelkoordinatensysteme zuldfit (z.B. Polar—
oder Kugelkoordinaten im zwei- bzw. dreidimensionalen Euklidischen Raum). Ande-
rerseits kann aber auch der Raum selbst die Wahl krummliniger Koordinatensysteme
erzwingen wie im Fall der Kugeloberfliche. Setzen wir Gleichung in ein,
ergibt sich

0 9, ,
oL = %W u; + v’ Ffj Uy, . (4.7)

Durch den Vergleich von (4.7) und (4.3]) kénnen wir die kovariante Ableitung durch die
Christoffelsymbole ausdriicken:

vk” = 8%1} + Fk v (4.8)
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4.2 Paralleltransport und geoditische Kurven

Die Aufsplitterung des Ortsvektorraumes in eine Vielzahl von Tangentialvektorriau-
men verhindert den direkten Vergleich von Vektoren an verschiedenen Punkten einer
Differenzierbaren Mannigfaltigkeit. Von diesem Problem ist insbesondere die kovarian-
te Ableitung betroffen, in der ein sinnvolles Konzept fiir einen Differentialquotienten
bzw. die Differenz zweier Vektoren gesucht wird, die sich an zwei durch ein differen-
tielles Kurvenstiick getrennten Punkten der Mannigfaltigkeit befinden. Da Differen-
zen nur von Vektoren des gleichen Tangentialvektorraumes gebildet werden konnen,
benotigen wir ein Verfahren, das uns erlaubt, einen der Vektoren in den Tangential-
vektorraum des Partners einzublenden. Im Jahr 1917 veroffentlichte Tullio Levy Civita
die Idee des Paralleltransportes, durch welchen sich Vektoren in benachbarte Tan-
gentialvektorrdume verschieben lassen. Da auf diese Weise die Elemente verschiedener
Tangentialvektorriume miteinander verbunden werden, spricht man auch von einem
Zusammenhang.

4.2.1 Die Parallelverschiebung

Den Transport eines Vektors v von einem Tangentialvektorraum in einen anderen
bezeichnet man als Parallelverschiebung, wenn der Vektor wéhrend dieses Vorgangs
moglichst unverdndert bleibt. Beschrankt man sich hierbei auf differentiell kleine Ver-
schiebungen, ist das Maf fiir die Verdnderung des transportierten Vektors dessen ko-
variante Ableitung entlang des differentiellen Kurvenstiickes

dr'(\) = Cfl”i d\ =: @' d). (4.9)

Wieder haben wir den Kurvenparameter A genannt und die Ableitung nach dem Kur-
venparameter mit einem Punkt gekennzeichnet. In diesem Abschnitt interpretieren wir
die Ffj als Zusammenhangskoeffizienten und gehen davon aus, dafl wir diese bereits
kennen und daf} die kovariante Ableitung somit festgelegt ist. Allerdings werden
wir die Ffj spater mit Hilfe der Metrik berechnen und dann wieder als Christoffelsym-
bole bezeichnen. Um partielle Ableitungen des Vektors v entlang der Koordinatenli-
nien bilden zu konnen, stellen wir uns den Verlauf des Transportes in ein Vektorfeld
v(z?) eingebettet vor. Wir wollen die Bedingungen festlegen, welche die im Vektorfeld
gespeicherte Transporthistorie zur Historie eines Paralleltransportes werden 148t. Die
kovariante Ableitung v’“‘ , dieses Vektorfeldes entlang der Kurve z*()\) wird folgender-

maflen aus der kovarianten Ableitung vk‘ . der Komponenten dieses Vektorfeldes enlang
der Koordinatenlinien berechnet:

Uk|/\ = vklm'z = —ov*it + Ffj vt (4.10)

T Qg
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Gelegentlich wird auch als die absolute Ableitung des Vektorfeldes v bezeich-
net, was heutzutage allerdings als veraltet gilt. Wir verwenden Gleichung , um
die differentielle Anderung dv* der Komponenten des Vektorfeldes v entlang des Kur-
venstiickes dx® darzustellen:

dv* = %vk dx' + Ffj v dx' . (4.11)

Wenn wir fordern, daB sich der Vektor v mit dv* = 0 nicht veréindern soll, beschreibt
Gleichung (4.11)) die Bedingung fiir eine Parallelverschiebung:

v = —TE. (4.12)

Diese Bedingung besagt insbesondere, dafl die kovariante Ableitung von v verschwindet.
Als néchstes fassen wir die partielle Ableitung als Differentialquotienten auf

a . v/k o vkz
- = i _ 4.13
ozt v dxlgo det ( )

in welchem v* und v'* die Vektorkomponenten vor und nach der Parallelverschiebung
sind:

b= ()
vE = oF (gt 4 dat) .
Wir setzen den Ausdruck (4.13) in (4.12)) ein und erhalten
o't = oF = T dat (4.14)

In einem flachen Raum lassen sich Parallelkoordinatensysteme einfiihren, in denen die
Verbindungskoeffizienten verschwinden und der Vektor v seine Komponenten bei einer
Parallelverschiebung mit v'¥ = v* einfach beibehilt. In einem krummlinigen Koordi-
natensystem koénnen die Basisvektoren jedoch wiahrend der Verschiebung Betrag und
Richtung #ndern, was durch eine Anpassung der Vektorkomponenten v'* gemafl
kompensiert werden muf.
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4.2.2 Die Geodéatengleichung

Eine Moglichkeit zur Definition geodétischer Kurven ist die Suche nach einem Pfad,
der so gerade verlaufen soll, wie es in der umgebenden Mannigfaltigkeit moglich ist.
Der Pfad mu8f also iiberall die Eigenschaft besitzen, dafl sein Tangentialvektor wahrend
einer Verschiebung entlang des Pfades die Richtung beibehélt. Wir kénnen diese For-
derung noch dahingehend erweitern, daf§ nicht nur die Richtung, sondern auch die
Liange des Tangentialvektors wéhrend der Verschiebung erhalten bleiben soll. Diese
Zusatzforderung schliefit keine Pfade aus sondern schrankt nur die Wahl des Kurven-
parameters ein. In dieser Definition entspricht die Geodite einer Kurve z'()\), deren
Tangentialvektor v, (A) mit den Komponenten

d k
o= % = it (4.15)

wéhrend des Kurvenverlaufs parallelverschoben wird und die Bedingung (4.12) erfiillen
muf}. Diese Bedingung ist nur anwendbar, wenn wir uns die Transporthistorie wieder
in ein Vektorfeld v,.(z") eingebettet vorstellen:

J 4
oz T

= —Tol. (4.16)
Multiplikation und Summation dieser Gleichung mit 4* ergibt

%) ‘ -
5 kit = 0f = —Thuld’ (4.17)
xl

Verwenden wir die Definition (4.15)) des Tangentialvektors, erhalten wir ein System von
Differentialgleichungen fiir geodétische Kurven:

it + T dld' = 0. (4.18)

Spéater wird sich zeigen, dafl die geldufigere Definition einer Geodéten als kiirzeste
Verbindung zwischen zwei Punkten ebenfalls zu Gleichung fithrt, allerdings muf3
hierfiir die Verkniipfung zwischen den Zusammenhangskoeffizienten Ffj und der Metrik
gi; bekannt sein.
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4.3 Christoffelsymbole

In diesem Abschnitt werden wir die Zusammenhangskoeffizienten I' fj mit Hilfe der
tiber der Tangentialvektorbasis {u; - - -, } definierten Metrik

95 = (¥ -u;) (4.19)

berechnen. Die Ffj sind gemafl Gleichung durch Ableitungen der u, festgelegt
und beschreiben eine Verkniipfung zwischen Basisvektoren in differentiell benachbarten
Raumpunkten. Die Darstellung der Ffj als Funktion der Metrik tragt den Namen
Levy Civita Zusammenhang und die Zusammenhangskoeffizienten selbst werden
als Christoffelsymbole bezeichnet.

4.3.1 Darstellung durch die Metrik

Die Ableitung 821- u; ist ein Ausdruck fiir differentielle Léngen— und Winkeldnderun-
gen, die der Basisvektor u; im Verlauf der Koordinatenlinie x* erféhrt. Wie Lingen und
Winkel selbst lassen sich auch die Zusammenhangskoeffizienten Ffj als Funktionen der
Komponenten g;; des Metrischen Tensors ausdriicken. In der folgenden Herleitung wer-
den wir eine Symmetrie der Christoffelsymbole ausnutzen, die wir hier kurz erldutern
wollen. Man erkennt diese Symmetrie, wenn die Tangentialvektoren wie in als

Ableitungen eines Ortsvektors z dargestellt werden:

0
Ist der Raum gekriimmt und die Konstruktion eines Ortsvektors nicht moglich, muf
stattdessen die Einbettung in einen héherdimensionalen Raum betrachtet werden, in
dem Parallelkoordinatensysteme existieren. In dieser Darstellung schreibt sich

B o2
Dxi Y " Qxidwi T (4.21)
und es gilt
o2 o2 o
k _ _ _ _ _ 1k
Bithe = 55% = 3000 L~ Fwioni £~ o % = Lot (4.22)

wobei im Mittelteil der Gleichungskette die zweifachen partiellen Ableitungen nach z°
und 77 vertauscht wurden. Da die u,, linear unabhiingig sind, kann man aus (4.22))
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schliefen, dafi die Christoffelsymbole zweiter Art (und somit auch diejenigen erster
Art) in den Indizes 7 und j symmetrisch sind:

ko _ k
Iy = I (4.24)

Wir betrachten nun die partiellen Ableitungen des metrischen Tensors
9ij = (u CU; ) (4.25)

Sowohl die g;; als auch die Basisvektoren u; und u; sind Funktionen der Koordinaten
z*, so daB wir schreiben kénnen:

0 0 0
ok Jii = (@M@ u;) + (%'@%)
= Ty -w;) + Th (u - ) (4.26)

= Fim; gi; + Ffrcj gil
Drij + Dhji

Wir verwenden diese Gleichung in drei Versionen mit zyklisch vertauschten Indizes,
wobei wir die Symmetrie einiger Indexgruppen ausnutzen:

0
Ik Ji Dik,j + Lk, (4.27)
0
5 9t = Lk + Tie (4.28)
0
%gik Ljrs + Dijr (4.29)

Durch eine geeignete Kombination dieser drei Gleichungen wird I';;  isoliert:

0 0 0

O 9k + B gik — Ok 9ij = 20 . (4.30)

Diese Beziehung erlaubt die Berechnung der Christoffelsymbole aus der Metrik:

1/ 0 0 0
Lijr = B (_8$Ci gjk + 92 I T gk gij) (4.31)
I = 59\ gpi 9t + i 91~ g % | - (4.32)
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Beide Gleichungen sind der gesuchte Levy Civita Zusammenhang.

4.3.2 Eigenschaften

Wir wollen in diesem Abschnitt einige Fakten beziiglich der Christoffelsymbole erster
und zweiter Art zusammenstellen:

— Symmetrie
Bei der Berechnung der Christoffelsymbole aus den Komponenten g;; des metri-
schen Tensors hatten wir bereits die folgende Symmetrie ausgenutzt:

k _ k
rko= 1k (4.34)

Die Ursache dieser Symmetrie war die Vertauschbarkeit der zweifachen parti-
ellen Ableitung des Ortsvektors nach den Koordinaten. Ein Raum mit dieser
Eigenschaft heifit torsionsfrei. In der Allgemeinen Relativitéitstheorie besitzt
der Raum diese Eigenschaft, allerdings werden in einigen Erweiterungen dieser
Theorie auch Rdume mit Torsion diskutiert.

— Tensoreigenschaften

Eine iiberraschende Eigenschaft der Christoffelsymbole ist die Tatsache, dafl es
sich nicht um Tensorkomponenten handelt. Der Grund hierfiir sind die Bestand-
teile der Gestalt a%k gij, die sich bei einem Koordinatenwechsel folgendermaflen
transformieren:

J _9zb 9 (0x" da )
A A P e N e

(4.35)

Man erkennt, daf8 die Differentiation > nicht nur auf die g;;, sondern auch auf

Oxk
die Komponenten g;”; und gz;, wirkt, wodurch zweifache partielle Ableitungen
generiert werden. Diese Terme verschwinden auch bei der spéteren Aufsumma-
tion nicht. Fiir den Tensorcharakter der kovarianten Ableitung sind sie sogar
unverzichtbar, da sie sich dort mit anderen zweifachen partiellen Ableitungen

wegheben.

4.3.3 Berechnung aus einer Lagrangefunktion

Der Levy Civita Zusammenhang erméglicht bei vorgegebener Metrik die Berechnung
der Christoffelsymbole erster und zweiter Art. Natiirlich lassen sich die Gleichungen
(4.31)) und (4.32)) direkt verwenden, allerdings ist diese Methode unter Umsténden recht
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impraktikabel. Nach Abzug der durch die Symmetrie verursachten Redundanz bleiben
%nQ(n + 1) wesentliche Koeffizienten iibrig, die nicht selten nach fleifliger Berechnung
verschwinden.

Dank dem auf dem Hamiltonschen Prinzip beruhenden Lagrangeformalismus kommt
man bei der Verwendung krummliniger Koordinaten mit Christoffelsymbolen selten in
Beriihrung. Dieser Formalismus ist fiir beliebige Koordinatensysteme giiltig und er-
laubt beispielsweise in der Mechanik, das Koordinatensystem an willkiirlich geformte
Zwangsflachen anzupassen und dennoch in diesen Koordinaten giiltige Bewegungsglei-
chungen zu generieren. Wir werden den Lagrangeformalismus benutzen, um die Chri-
stoffelsymbole auf deutlich einfachere Weise als iiber den Levy Civita Zusammenhang
zu berechnen. Ohne den Einflufl &uerer Krifte bewegen sich Masseteilchen auf geodéti-
schen Bahnen oder in einem Euklidischen Raum auf Geraden. Daher betrachten wir zur
Berechnung der Bewegungsgleichungen geodétischer Bahnkurven die Lagrangefunktion
eines freien Teilchens mit der Masse m = 2 in einem n—dimensionalen Raum:

Ly (@@ o' 2 t) = 2 = gy(ata") d'd (4.36)

der Punkt beschreibt in diesem Fall die Ableitung nach der Zeit t. Die Euler— Lagran-
geschen Gleichungen

d (0L,\ 0L,
a(a—) ot =0 (437)

fiir die Lagrangefunktion (4.36)) lauten:

oL 4
a_j; = 2g,; i (4.38)
OL 0 i
Era R (439
d (0L 0 i
a(a—) T RO 2 P A0

In Gleichung (4.40)) spalten wir den Faktor 2 kiinstlich auf und benennen die Summa-
tionsindizes um:

a oL,
dt \ 0z oxt oxJ

; 0 . 0 .
) = lej ! + = 91 '’ + - qi 't . (441)

Fassen wir die Gleichungen (4.41)) und (4.39)) zu den Euler— Lagrangeschen Gleichungen
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zusammen, ergibt sich:

d (0L, 0L, . .. [0 ) o N\ ..,
G(58) -5 - 20+ (gmm + g — gmm ) B G
= 0.

Durch Uberschiebung von links mit dem inversen Metrischen Tensor g* erhalten wir
die Bewegungsgleichungen

1 0 0 0 -
ok LKl ' R W Y

oder nach dem Umschreiben in Christoffelsymbole zweiter Art
it + T d'i) = 0. (4.44)
Der Vorteil dieser Methode ist, dafl sdémtliche Christoffelsymbole nach der Aufstellung

der Gleichungen 1) identifiziert werden kénnen, ohne dafl die verschwindenden Ffj
berechnet werden miissen.

4.3.4 Geoditische Kurven

Die Definition einer Geodéaten als kiirzestmdgliche Verbindung zweier Punkte ist et-
was geldufiger als das in Abschnitt diskutierte Konzept eines Pfades, der seinen
eigenen Tangentialvektor paralleltransportiert. Der Vergleich der Bogenldnge verschie-
dener Testkurven erfordert die Vorgabe einer Metrik g;;, mit deren Hilfe Linienelemen-
te entlang dieser Kurven formuliert werden kénnen. Nach Einfiihrung eines beliebigen
Kurvenparameters A hat ein solcher Pfad die Gestalt

= 2'(\), (4.45)
und die Komponenten seines Tangentialvektors lauten

) d .
/1 — 7 . 44
2= () (4.46)

Diesmal haben wir die Ableitung nach dem Kurvenparameter mit einem Strich ge-
kennzeichnet. Der Tangentialvektor entspricht einem differentiellen Streckenstiick ds
mit den Komponenten

ds' = 2'"d\. (4.47)
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Durch das Quadrat dieses Streckenstiickes wird das Linienelement entlang der Kurve
definiert:

ds® = (ds-ds) = gy "'zl d\*. (4.48)

Mit Hilfe dieses Linienelementes 1é8t sich die Lénge ¢ der Kurve innerhalb des Para-
meterbereiches \g < A < Ay durch Integration ermitteln:

A1 A1

(= /ds = /\/gijx’ia:/j dA. (4.49)
Ao

Ao

Sucht man zwischen diesen Grenzpunkten den Pfad minimaler Bogenldnge, wird aus
dem obenstehenden Ausdruck ein Integralprinzip, das durch Variation des Pfades
2'()\) zu extremalisieren ist. Da alle Testpfade den gleichen Anfangspunkt z%()\g) und
denselben Endpunkt x?()\;) besitzen, werden die beiden Randpunkte bei der Variation
festgehalten. Die Kurve minimaler Lénge wird somit durch die Euler— Lagrangeschen
Gleichungen der Lagrangefunktion

Ly(x't -2/ gt a™) = \/gij(atl---x")x”'m’j (4.50)

festgelegt. Der Vergleich mit dem letzten Abschnitt zeigt, dafl es sich bei dem Term
unter der Wurzel um die Lagrangefunktion L,, des freien Teilchens handelt:

L, = \L,. (4.51)

Die Euler— Lagrangeschen Gleichungen lauten

d (9L,\ 0L,

i 1 oL, 1 oL,
_ _ = 4.
d\ (21/Lp 8:6”“) 2,/L, Ox* 0, (4.53)

wobei in der zweiten Form die Beziehung verwendet wurde. Bisher haben
wir beliebige Parametrisierungen der Pfade zugelassen mit dem unschénen Nebeneffekt,
daf auf diese Weise ganze Klassen unendlich vieler Kurven entstehen, die einfache Um-
parametrisierungen eines einzigen Pfades sind. Diese Mehrdeutigkeit der Darstellung
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beschrinken wir durch die Wahl affiner Parameter 7, die sich von der mitlaufenden
Bogenldnge /() nur durch eine lineare Transformation

T =al+b (4.54)

mit konstantem a und b unterscheiden. In dieser affinen Parametrisierung lautet die
Bogenlange

= / gij &3 dr' = /\/LP(T/) dr’, (4.55)
T0

T0

wobei wir diesesmal in den Komponenten des Tangentialvektors die Ableitung nach
dem affinen Parameter mit einem Punkt gekennzeichnet haben:

it = — (7). (4.56)

Differentiation der Gleichung (4.54) nach 7 liefert uns die Beziehung

d
1= CLEK(T) = ay/L,(1), (4.57)

womit wir die Lagrangefunktion schreiben koénnen:
1
Ly(1) = \/Ly(1) = - (4.58)

Als Folge der Parametrisierung der Bogenlénge durch sich selbst verhalten sich L, und
L, als Funktion des affinen Parameters 7 entlang der Kurve wie Konstanten. In ihrer
Eigenschaft als Lagrangefunktion héngen sie jedoch nach wie vor von den Koordinaten
2(7) und '(7) ab. Setzen wir (4.58)) in (4.53)) ein, kann der konstante Faktor a/2
ausgeklammert werden und wir erhalten

ald (0L,\ 0L, _
5[% (%) - a—] = 0. (4.59)

Damit haben wir die Euler— Lagrangeschen Gleichungen fiir geodétische Kurven auf
die aus dem letzten Abschnitt bekannten Gleichungen (4.37)) eines freien Teilchens
zuriickgefiihrt:

it + T d'i) = 0. (4.60)
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Dieses stimmt mit iiberein und beweist, dal das Prinzip der kiirzesten Verbin-
dung zweier Punkte vertraglich ist mit dem Konzept einer Kurve, die ihren eigenen
Tangentialvektor parallelverschiebt. Die affine Parameterisierung der Geodéte hat zur
Folge, dafl die Lange des Tangentialvektors wahrend des Kurvenverlaufes unveréndert
bleibt. Ohne diese Eigenschaft liee sich das Tangentialvektorfeld nicht als Historie
eines Paralleltransportes interpretieren.

Die Lénge der Verbindung zweier Punkte entlang einer Geodéten ist nur dann mini-
mal, wenn es sich um eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit positiv definiter Metrik
handelt. Ist die Metrik nicht positiv definit, kann die Lénge einer Kurve zwischen zwei
Punkten durch eine Geodéte auch maximiert werden. Tatséchlich haben die Geodéten
des Raum— Zeitkontinuums maximale Bogenldnge, wenn wie in unserem Fall die ,, West
Coast Metric* mit der Signatur s=—2 verwendet wird. Die physikalische Bedeutung
der Bogenlédnge einer Weltlinie ist die Eigenzeit des mitbewegten Objektes. Unabhéngig
von den die Minkowskimetrik betreffenden Konventionen wird in der Allgemeinen Re-
lativitédtstheorie das geometrische Prinzip der extremalen Bogenlédnge zum Prinzip der
maximalen Eigenzeit. Versucht man die Weltlinie zwischen zwei Ereignissen im Raum-—
Zeitkontinuum durch nichtgravitative Kréafte zu beeinflussen, verkiirzt man die Zeit-
spanne, die fiir das bewegte Objekt selbst verstreicht.

4.3.5 Beispiele

Wir wollen die Methode zur Berechnung von Christoffelsymbolen mit Hilfe der Lagran-
gefunktion eines freien Teilchens an zwei Beispielen demonstrieren:

— Polarkoordinaten:

Aus der Metrik (3.23)) gewinnen wir die Lagrangefunktion
L, =7 +1%*. (4.61)

Die Schritte zur Berechnung der Euler— Lagrangeschen Gleichungen sind:

%(%) — %(2%) = 2§ (4.62)
%(%—fbp) = %(zr%) = 2°°¢ +drig (4.63)
% = 2r? (4.64)
%_% _— (4.65)
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Die Euler— Lagrangeschen Gleichungen lauten somit:
Po— r¢? =0 (4.66)
. I
$ + 2-7p =0. (4.67)
r

Aus diesen Bewegungsgleichungen lassen sich die Christoffelsymbole ablesen, wo-
bei in @ die Symmetrie 'Y, = I'?, als Ursache fiir den Faktor 2 zu berticksich-
tigen ist. Wir vermeiden die Mehfachauflistung von Symbolen mit dieser Index-
symmetrie, indem wir uns jeweils auf ein Exemplar beschréanken. Die gesuchten
Christoffelsymbole lauten

) 1
M, =-r Ti=-. (4.68)

— Kugelkoordinaten:
Aus der Metrik (3.32)) gewinnen wir die Lagrangefunktion

L, = 72 4+ r¥sin®(9) ¢ + r2?. (4.69)

Die Schritte zur Berechnung der Euler— Lagrangeschen Gleichungen sind:

d (oL,  d .. ..
%(W) = —(27) = 27 (4.70)
d (0L,  d, o5 . 9 4 .
o ( R ) = o (2r? sin®(9) @) (4.71)
= 2r%sin(0) ¢ 4 4rsin(0) 7 + 4r2 sin(V) cos(9) i)
d aLp . d 2 4 o 234 .0
L .
% = 2rsin®(9) ¢* + 2r 9? (4.73)
oL,
--r 4.74
K (4.74)
% = 2r%sin(") cos(V) ¢ (4.75)
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Die Euler— Lagrangeschen Gleichungen lauten somit:

i — rsin?(9)¢* — rd? =0 (4.76)
¢ + 2%7@ + 2cot() ¢ = 0 (4.77)
. 1 .

¥ — sin(9) cos(V) $* + 2;7’“19 =0. (4.78)

Aus diesen Bewegungsgleichungen lassen sich die Cristoffelsymbole ablesen, wobei
wie im letzten Beispiel deren Indexsymmetrie zu beriicksichtigen ist:

I, = —rsin’(9) Iy =—r
1
Iy, = . 'Yy = cot(V) (4.79)
o1 Y = —sin(¥ )
= oy = — sin(¥) cos(¥) .

4.4 Kovariante Vektorkomponenten

In Abschnitt [4.1] haben wir die kovariante Ableitung fiir kontravariante Vektorkompo-
nenten v hergeleitet:

vk” = aa. b+ Ffj v (4.80)
xl

Jetzt wollen wir diese durch eine Version fiir kovariante Vektorkomponenten ergénzen.
Zu diesem Zweck rufen wir uns noch einmal ins Gedéchtnis, dafl kovariante Vektor-
komponenten v; die Koeffizienten von Linearformen v(y) sind, die einen Vektor y auf
eine reelle Zahl abbilden. Geméaf generiert eine Koordinatenbasis u; des Tangen-
tialvektorraumes im Dualraum eine Basis u’(y) = y*, in welcher v(y) entwickelt werden

kann:
u(y) = v (y). (4.81)

Auch hier fithren wir die kovariante Ableitung als Ma8 fiir die differentielle Anderung
der Linearform v() entlang der Koordinate x’ ein:

0

o() =t v uf(). (4.82)
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Die Klammern () sollen an den Abbildungscharakter dieser Grofilen erinnern. Wertet
man die partielle Ableitung fiir die Basisdarstellung (4.81)) aus, erhélt man

0 0 iy 0 i d
o v() = Ry (vju ()) = Pl () + v, e (). (4.83)

Im néchsten Schritt fiihren wir die Ableitung der Basisform u/() auf die Ableitung des
zu /() isomorphen Vektors u') zuriick, den wir in Abschnitt mit Hilfe der Metrik
eingefiihrt haben. Zunichst jedoch benétigen wir eine die Komponenten g% betreffende
Hilfsrelation:

o .. 0 o
%gw = @(ngjmglm)

= ¢"g ig“ + g"g igjm + g“gjmigz
™ Ok ™ Ok oxk 7

= (5{%91 + 5m%gj +glg] %le (484)

9 i o it jm O
= 2@93 + 9" Dk Jim

579" = 9" o G (4.85)

Damit konnen wir die partielle Ableitung des zur Basisabbildung u/() isomorphen
Vektors ul/) = ¢’lu, berechnen:

o o . o . .
() — Jl _ il jl
oai ox? (6"w) ozt T M t g Dz
= g g+ g Tl Aus (I59) und (T3)
; 0
= - g]mglk (83:’ Imk — Fim,k) U
= —g¢mg" {% Gmk — " (4.86)

(oo o
2 (91’1 Imk 8xm Gik axk Gim Y

B <
- g g 2 895’ 9mk 81;"3 Gim 895’” Gik Ql

= " Tpmy = —T% gMy, = —T .
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Die partielle Ableitung dieses Vektors bestimmt iiber Gleichung (2.65)) die partielle
Ableitung der Basisabbildung u*():

T() = ~Thk(). (487)

Diese setzen wir in (4.83) ein und erhalten

aii v() = (8i¢”k - ng Uj) Uk() = Uk Uk(), (4.88)

woraus wir die Koeffizienten v;|; ablesen kénnen. Schliellich zeigen wir die kovariante
Ableitung fiir kontra— und kovariante Vektorkomponenten noch einmal im Vergleich:

0 .
k _ k k
Vgli = 0 v — I v (4.90)
kli Oxt k ik “J " :

4.5 FErweiterung fiir Tensoren héherer Stufe

Die Ubertragung des Konzeptes der kovarianten Ableitung von Vektoren auf Tensoren
der Stufe p ist leicht verstdndlich, wenn man bedenkt, dafl hierbei nicht nur die Basis
eines Grundvektorraumes sondern p mitbewegte Basen zu beriicksichtigen sind. Daher
entstehen statt eines einzelnen Ffjf Termes jeweils einer fiir jeden Grundvektorraum,
in unserem Fall also p Stiick. Die kovariante Ableitung fiir p—fach kontravariante bzw.
p—fach kovariante Tensorkomponenten lautet

kl---kp a kjl-'-k)p kl ‘7k2---k)p kP kl...kp*l}.
t i = %t + Fij # 4+ o+ Fij t J (4.91)
0 . .
Lt p i = % tpi.pp — ngl tj7 k2..kp — ot — ngp tkl...kp—17j . (492)

Fiir gemischte Tensorkomponenten setzt sich die kovariante Ableitung auf offensichtli-
che Weise aus Termen der Form (4.91)) und (4.92)) zusammen.

4.5.1 Die Produktregel

Da die kovariante Ableitung eine spezielle Art der Differentiation darstellt, muf sie
eine Produktregel erfiillen. Tatséchlich leistet die kovariante Ableitung dieses sogar fiir
zwei Multiplikationstypen:
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— Das Tensorprodukt

Der Beweis ist zwar einfach zu verstehen, aber in allgemeiner Form umstéandlich
aufzuschreiben. Wir beschrinken uns daher auf ein Beispiel, an dem sich das
Prinzip erkennen l&8t, ndmlich das Tensorprodukt eines zweistufigen Tensors ¢
und eines einstufigen Tensors v:

(t=f), = g (2 0%) + T9 9208 4 TR et oh 4 Th 172 0!
(2 ml

o .. 0
— a2 k piiz k
oxt vt ox’ !
+ (Dt + D) o 4 e T (4.93)

= (81 iz I‘Jll 2 + Fjlg tjll> oF
xl 7 7

. 0
+ #1792 (% Uk + FZ Ul)

— th]2|i Uk + 132 ,Uk:“ )

Damit ist die Produktregel fiir dieses Beispiel eines Tensorproduktes bewiesen.

— Die Uberschiebung

In Komponenten ausgedriickt ist die Uberschiebung eine Verallgemeinerung des
Matrixproduktes. Auch hier 14t sich die Beweisidee fiir die Produktregel besser
an einem Beispiel als in einer allgemeinen Formulierung nachvollziehen. Wieder
wéhlen wir einen Tensor t zweiter Stufe und einen Tenosr v erster Stufe:

0
(o), = 5 (w) + Th, ™o

0 0
= —.tkl U + tkl — U + Ffm tml (Y

oxt ox’

+ TL 5™y — TL t"" v, <= kiinstlich hinzugefiigt (4.94)

0
— (—,t"”l + IE ™ 4 T t’“m> v,
ox!

0
+ M (— v — I vm) < [ und m vertauscht
ox’

Kl kl
=t |ivl+t Ui -
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Die Produktregel gilt also auch fiir dieses Beispiel einer Uberschiebung. Es ist
leicht zu verstehen, dafl sich der Beweismechanismus auf den Fall mehrerer Indizes
und Summationsindizes {ibertragen 1af3t.

4.5.2 Der Satz von Ricci

Dieser Satz trifft eine Aussage iiber die kovariante Ableitung des Metrischen Tensors,
welche wir (4.92) folgend zunéchst fiir dessen kovariante Komponenten herleiten wer-
den:

0
gisn = 7595 — Diagy = Tiy ga
0
= opr %5 = Thig = Ty (4.95)

o Yo 90 9
gk Y5 T 9 \ Ggk 99T g Ik T i Ik

1/ 0 0 0
~ 3 \ar 99 T g I g k) = O

Um die kovariante Ableitung auch fiir die kontravarianten Komponenten ¢ berechnen
zu konnen, bendtigen wir einerseits die Hilfsrelation (4.85)) fiir die partielle Ableitung
52:¢" und andererseits die zweite Zeile von (4.95):

0
ok 9 = Drij + Tiji - (4.96)

Damit lautet die kovariante Ableitung von ¢%:

9% = a9k 97+ Lim g™ + T 9"

0 i _jm
= @93 + "™ Crmt + Chiom)

. .
= - gdg]m Dk Jim + g”g]m (kaJ + Fkl,m) < Aus (4.85)) (4.97)

= gllg]m (— Fkl,m — ka,l + kaJ +Fkl,m> < Aus "
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Da die kovariante Ableitung des Metrischen Tensors und seines Inversen verschwindet,
ist das Herauf- und Herunterziehen von Indizes mit dieser vertauschbar. Es ist somit
moglich, innerhalb der kovarianten Ableitung Indizes herauf— und herunterzuziehen
ohne daf3 zusétzliche Terme mit Ableitungen des Metrischen Tensors entstehen. Durch
den Satz von Ricci ist diese Operation mit der kovarianten Ableitung vertrédglich und
eine Gleichung wie

Ukli = gu V') (4.98)

ist ohne weiteres giiltig.

4.6 Beispiele

Um ein Gefiihl fiir die Einsatzmoglichkeiten der kovarianten Ableitung zu bekommen,
berechnen wir mit ihrer Hilfe die Differentialoperatoren Gradient (grad ) und Divergenz
(div) in Polar— und Kugelkoordinaten. Die Rotation (rot) lassen wir bewuflt aus,
weil hierbei aufler komplexer Rechnungen nichts neues préasentiert wird. Dariiberhinaus
kann die Schiefsymmetrie der Rotation erst mit Hilfe der &ufleren Ableitung im Rahmen
von Differentialformen angemessen beriicksichtigt werden.

4.6.1 Polarkoordinaten

Fiir den Wechsel zwischen ko— und kontravarianten Komponenten benotigen wir den
Metrischen Tensor und sein Inverses:

[9i5] = <(1) ;) lg"] = (; i) (4.99)

Der Gradient:

Wir betrachten eine Funktion in Polarkoordinaten

F =t (4100

mit den kovarianten Ableitungen

fir = % (4.101)
0
fo = as (4.102)
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Da die Funktion f ein Tensor O-ter Stufe ist treten keine Terme mit Christoffelsymbolen
auf. Wir benétigen die kontravariante Version dieser Komponenten, um den Gradienten
in der Koodinatenbasis darzustellen:

gradf = 2 fu + L0
or

3 fu,. (4.103)

Die in Lehrbiichern angegebene Version des Gradienten verwendet als Basis die Ein-
heitsvektoren e, und e, welche mit Hilfe der Metrik (4.99)) aus der Koordinatenbasis
{u,, u,} berechnet werden kionnen:

u, = e,, u,=re,. (4.104)

Mit diesen Einheitsvektoren schreibt sich der Gradient

1 0

gadf = 2je 4+ 12
r 0p

o fe,. (4.105)

Die Divergenz:

Wir betrachten ein Vektorfeld in Polarkoordinaten
v =0"(rp)u, + v7(r, o) u,, (4.106)

dessen Divergenz wir als Kontraktion der kovarianten Ableitung berechnen werden:

dive := vi‘i =", + U‘Pw. (4.107)
Die benétigten kovarianten Ableitungen lauten
T 0 T T T ©
Vip = 500 + I 0" + I v (4.108)
0
= —w
or
o= 3 Y+ T% 0" + T 0? 4.109
’UW,—&DU—F or ¥ T lgp (4.109)
0 1
= — ¥ —"
8g0v + -,
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womit die Divergenz folgende Form annimmt:

0
dive = EUT + ;vr + %v‘p (4.110)

In der Literatur beziehen sich Vektorkomponenten fiir gewthnlich auf Einheitsvektoren,
so dafl wir umskalieren miissen:

v = Ve +1'%e (4.111)

©

Ir T

V=", VP =ref. (4.112)

In diesen Komponenten geschrieben erhélt die Divergenz die aus der Literatur bekannte
Gestalt

1 1
dive = ;%(rv”) + - —'*. (4.113)

4.6.2 Kugelkoordinaten

Fiir den Wechsel zwischen ko— und kontravarianten Komponenten bendtigen wir den
Metrischen Tensor und sein Inverses:

1 0 0 1 0 0
lg;] = | 0 72 sin?(9) 0 7] = | O m 0 |. (4.114)
0 0 r? 0 0 %

Der Gradient:

Wir betrachten eine Funktion f in Kugelkoordinaten

f=flrp9) (4.115)
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mit den kovarianten Ableitungen

fr = %f (4.116)
0

fo = @f (4.117)
0

foo = 35/ (4.118)

Die Funktion f ist ein Tensor O-ter Stufe, und somit treten keine Terme mit Chirstof-
felsymbolen auf. Wir benotigen die kontravariante Version dieser Komponenten, um
den Gradienten in der Koodinatenbasis darzustellen:

1 0 1 0
_ —- = . 4.11
* r2sin?(¥) Op fu, + r2 0Y J (4.119)

Die in der Literatur angegebene Version des Gradienten verwendet als Basis die Ein-
heitsvektoren e,., €, und ey, welche mit Hilfe der Metrik (4.114)) aus der Koordinaten-
basis {,, u,, uy} berechnet werden konnen:

u. = e,, u, = rsin(¥)e Uy = Tey. (4.120)

@ @

Mit diesen Einheitsvektoren schreibt sich der Gradient

1 0 10

m@f@w+;a—ﬂfgﬁ. (4.121)

orad f = L fe 4
or

Die Divergenz:

Wir betrachten ein Vektorfeld in Kugelkoordinaten
v=0"(r,p, ) u, + v7(r,p,0)u, + v (r, @, 0) uy (4.122)
dessen Divergenz wir als Kontraktion der kovarianten Ableitung berechnen werden:
dive = o

= "), + 0f, 07, (4.123)

|4
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Die bendtigten kovarianten Ableitungen lauten

0
Vi = 5ot Tt 4 Tuf 4 T v” (4.124)
— a 'UT
- Or
@ 0 ® R & PP L
vh, = %U + Ig 0" + To, 07 + Ty (4.125)
0 1
= %U‘P + v+ cot () v’
7 9 9 9 - 0 0
v |19 = %'U + Fﬁrv + Fﬁ‘P/U + F,&,ﬂv (4126)
9 9 1 T
= %U + ;'U s

womit die Divergenz folgende Form annimmt:

2
dive = EUT + ;vr + %v‘p + %Uﬂ + cot (1) v’ (4.127)

10 9, 1 90
= — = — ¥ — (si v
p ar(rv) + 8gov + Sin(0) aﬁ(sm(ﬁ)v )

In der Literatur beziehen sich Vektorkomponenten fiir gewohnlich auf Einheitsvektoren,
so dafl wir umskalieren miissen:

Vey (4.128)

/ /
v = v"e + 1%, +0

V=", VP =rsin(¥)v?, o =rov’. (4.129)

In diesen Komponenten geschrieben erhélt die Divergenz die aus der Literatur bekannte
Gestalt

)+ rsin(d) 8@“ + rsin(d) 19(sm(19)v ) (4.130)

divy =
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5 Der Riemann— Christoffelsche Kriimmungstensor

In diesem Kapitel befassen wir uns mit der zweifachen kovarianten Ableitung eines
Vektors v, einem Thema, das auf den ersten Blick den Eindruck einer uninteressanten
technischen Ubung vermittelt. Tatséchlich jedoch gewinnen wir auf diese Weise tiefere
Einblicke in die Struktur der zugrundeliegenden Differenzierbaren Punktmannigfaltig-
keit oder anders ausgedriickt in die FEigenschaften des betrachteten Raumes.

Zu diesem Zweck interpretieren wir die kovariante Ableitung Uk‘ ; geometrisch als diffe-
rentielle Verschiebung des Vektors v entlang der Koordinate z*. Die zweifache kovarian-
te Ableitung vk‘ ili ist demnach eine differentielle Verschiebung von v zuerst entlang a*

und anschlieflend entlang 27. Ist der Raum nicht gekriimmt, erhilt man dasselbe Resul-
tat, wenn man die Wege vertauscht, d.h. wenn man v erst entlang 2 und dann entlang
2" verschiebt. Weichen die Resultate der beiden Verschiebungspfade voneinander ab,
ist das ein Indiz fiir die lokale Kriimmung des Raumes.

5.1 Die Identitidt von Ricci

Wir betrachten die zweifache kovariante Ableitung des Vektorfeldes v, dessen erste
kovariante Ableitung wir bereits aus (4.8)) kennen:

0
vkli = a—v + Fk v (5.1)
!

Die zweite kovariante Ableitung lautet somit

0
koo
Wiy = g7V + Tt (5.2)
0? 0 0
= 5ar v+ 90 (FZ Ul) + F 8_U + F?l rt "

>’ d k
- &rﬂaxiv +P ﬁv + L

0
v + 8_F ! +F§lfﬁnv“.

Die ersten drei Terme des obenstehenden Ausdrucks sind symmetrisch in ¢ und 7 und
heben sich somit bei der Bildung der folgenden Differenz weg:

%) ) N .
i = a_xrf”’l — %rgvl + Iy, o™ — ThH o™ (5.3)

k k
Uil — Vi
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Uber diese Gleichung li8t sich ein neuer Tensor definieren:

k k . k n

Vi Uy = B (5.4)
5, 5,

RF,; = 5 e — %an + Iyrh, — 5T (5.5)

Gleichung ist die Identitat von Ricci, in welcher der Tensor ka»j in Erscheinung
tritt. Dieser wird als Riemann— Christoffelscher Kriitmmungstensor bezeichnet,
dessen Komponenten in durch die Metrik der Punktmannigfaltigkeit festgelegt
werden. Einige Eigenschaften des Kriimmungstensors lassen sich besser anhand seiner
vierfach kovarianten Komponenten studieren:

Rypnij = gmkka’j' (5.6)
Zu deren Berechnung bendtigen wir erneut die Hilfsbeziehung ({4.96]):

0
a1 Imh = Lim, e + Lik,m - (5.7)

Zunéchst ziehen wir im ersten Term von (5.5 den Index & herunter:

0 0 0
e — I8 = — T —TF — ¢, 5.8
ik i~ Ozt 7™ in G Imk (58)

0
= %an,m - Fggn (sz,k + sz,m)

Diesen Term sowie die Version mit vertauschtem ¢ und 7 benétigen wir fiir die Berech-
nung der R,p;;:

0
Ronij = %F]’n,m - an (Cim. ke + Dik,m ) (5.9)
k
— g Lmm T (Ljm, & + Ljk,m )

+ I Tim — T Tem -
In dem obenstehenden Ausdruck heben sich vier Terme weg und wir erhalten

0 0
Rmnij - %an,m - %an,m + an ij,k - F;Cn Fim,k . (51())
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5.2 (Geometrische Interpretation

Am einfachsten lassen sich die in einer gekriimmten Mannigfaltigkeit herrschenden
Verhiéltnisse in der Form eines geschickt gewihlten geometrischen Bildes verstehen,
welches die Rolle des Riemann— Christoffelschen Kriimmungstensors auf anschauliche
Weise demonstriert. Hierfiir fassen wir die Identitit von Ricci als Beziehung zwi-
schen Differentialen auf:

AvP = Ukmi ds’dr’ — Uklilj drids’ = ka-j V" dr'ds’ . (5.11)

Die dr’ und ds’ sind die Komponenten zweier Pfadelemente dr und ds. Wenn die
kovariante Ableitung des Vektorfeldes v(z") im betrachteten Gebiet verschwindet, ent-
sprechen die Operationen |; dr* und |; ds’ jeweils Parallelverschiebungen des Vektors v
entlang der differentiellen Pfade dr und ds, vgl. . Um zu beweisen, dafl der Prozef3
von Parallelverschiebungen eines Vektors v entlang des von den Pfadelementen dr und
ds aufgespannten Parallelogramms der Identitédt von Ricci entspricht, bilden wir
durch Parallelverschiebungen nach:

— Der Term Ukmj drids’:
In den folgenden Gleichungen stehen einfach— und doppeltgestrichene Grofien fiir
deren Werte nach einer Parallelverschiebung entlang dr bzw. ds:

oE = R (et drt) (5.12)
o"F = (a4 dst). (5.13)

Wir berechnen den Effekt der beiden aufeinanderfolgenden Verschiebungsopera-
tionen mit Hilfe von (4.14)):

oE = F = T ar (5.14)
o' = ok F;Jk o't ds? (5.15)
9 .
k k kg

In der letzten Gleichung wurden die verschobenen Fgf um den Ausgangswert Ffj
bis zur ersten Ordnung in den dr? entwickelt. Alle drei Gleichungen ineinander
eingesetzt ergeben bis zur zweiten Ordnung in den Pfadelementen

ik = Wb - TRt drt — TE ol dsT — - (5.17)

0

— ol otdrids’ + T ot drids?
x’t
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Durch den Subskript ) kennzeichnen wir den hier verwendeten Verschiebungs-
pfad entlang dr — ds. Der Fupunkt des Vektors v durchlauft somit zwei Seiten
des von dr und ds aufgespannten Parallelogramms.

Der Term vk’U i dsidrt:

Dieser Term beschreibt die Parallelverschiebung von v entlang des differentiellen
Pfades ds — dr, in dem die Pfadelemente in umgekehrter Reihenfolge zusam-
mengesetzt sind. Damit haben die einfach— und doppeltgestrichenen Grofien die
Bedeutung

'E = Rt + ds?) (5.18)
o'E = R (4 dr?). (5.19)

Diesesmal wirken sich die Verschiebungen folgendermaflen aus:

v'P = b — Fflj V" ds’ (5.20)
U//k: _ U/k . Fglk UlldTi (5.21)
0 )

Damit lautet das Resultat fiir die Parallelverschiebung iiber den gesamten Pfad
bis zur zweiten Ordnung in den Pfadelementen

Uz/; _ Uk: _ Ffw " de _ 1";‘; Ul d,,ai — ... (523)

P o o
— —Tpotdsidrt + TET. v ds’dr’ .
O b i nj
Der Subskript ) besagt, dafi der FuBBpunkt des Vektors v nun die zu ) komple-
mentiren Seiten des Parallelogramms der Pfadelemente abfiahrt.

Da der Vektor v iiber die Verschiebungspfade ) und 2y denselben Endpunkt erreicht,
kénnen wir beide Resultate durch Differenzbildung miteinander vergleichen:

N —
O r 0 1w ki k il n .07

= ka-j vdr'ds’ .

Dieses ist derselbe Ausdruck, den wir bereits in (5.11)) aus der Differenz der vertausch-
ten kovarianten Ableitungen hergeleitet haben. Damit ist bewiesen, dafi die lokale
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Kriimmung einer Mannigfaltigkeit durch den Prozef3 der Parallelverschiebungen korrekt
beschrieben wird. Gleichung ((5.24) hat zwei mogliche geometrische Interpretationen:

— Den Vergleich der Parallelverschiebung des Vektors v zu einem benachbarten
Punkt entlang unterschiedlicher differentieller Pfade dr — ds und ds — dr.

— Den Vergleich des iiber einen geschlossenen Pfad zuriick zum Ursprungspunkt
verschobenen Vektors v mit seiner unverschobenen Version. Der geschlossene Pfad
besteht aus dem Parallelogramm dr — ds — —dr — —ds.

Auf den ersten Blick mag es seltsam erscheinen, dafl Parallelverschiebungen zum glei-
chen Ziel entlang unterschiedlicher Pfade iiberhaupt verschieden ausfallen kénnen, denn
schlieBlich besteht ja der Sinn einer Parallelverschiebung darin, jede Anderung des ver-
schobenen Vektors zu unterbinden. Tatséchlich werden die Anderungen jedoch nur in
erster Ordnung in den Pfadelementen unterdriickt. Die Differenz ist ein Effekt
zweiter Ordnung, der erst in einer gekriimmten Mannigfaltigkeit bei Verwendung von li-
near unabhéngigen Pfadelementen zum Tragen kommt. Das Verschwinden der Differenz
Av* bei linear abhiingigen Streckenstiicken ds=a dr ist eine Folge der Antisymmetrie
des Kriimmungstensors kaj in den Indizes ¢ und j, durch welche Av* als Uberschie-
bung eines symmetrischen mit einem antisymmetrischen Tensor verschwindet:

AV = aRF o dridr! = 0. (5.25)

Diese und weitere Symmetrien des Riemann— Christoffelschen Kriitmmungstensors sind
Thema des folgenden Abschnittes. Eine Mannigfaltigkeit gilt als gekriimmt, wenn die
Komponenten des Kriitmmungstensors von Null verschieden sind, und oft wird der Par-
alleltransport eines Vektors entlang einer geschlossenen Kurve als operative Methode
zur Bestimmung der lokalen Kriimmung angegeben. Das einfachste anschauliche Bei-
spiel fiir diesen Prozef3 ist eine zweidimensionale Kugeloberfliche, auf der ein Vektor
parallelverschoben wird: Man betrachtet den Tangentialvektor an einen bestimmten
Léangengrad im Nordpol und verschiebt diesen entlang des Léngengrades bis zum Aqua-
tor, wobei die Spitze des Vektors stets nach Siiden zeigt. Anschliefend verschiebt man
den Vektor ein Stiick entlang des Aquators, indem der FuBpunkt den Aquator ent-
langfahrt und die Spitze weiterhin nach Siiden ausgerichtet bleibt. Schliellich fahrt
man mit dem Vektor entlang des aktuellen Léngengrades wieder zuriick zum Nord-
pol, wobei auch diesesmal die Spitze ihre siidliche Orientierung beibehélt. Obwohl der
Vektor entlang des gesamten Weges parallelverschoben wurde hat er nicht mehr die
gleiche Richtung wie zu Beginn. Er ist stattdessen um einen Winkel gedreht, der den
{iberstrichenen Lingengraden wihrend der Aquatorfahrt entspricht.

Die hier vorgestellten geometrischen Veranschaulichungen sollen helfen, die folgenden
Aussagen iiber gekriimmte Mannigfaltigkeiten besser zu verstehen:

56



— Vergleichbarkeit entfernter Vektoren:

Vektoren an verschiedenen Punkten einer Mannigfaltigkeit lassen sich nur verglei-
chen, indem einer der Vektoren zum Ort des anderen paralleltransportiert wird
bevor man beispielweise die Differenz bildet. Das Resultat des Paralleltransportes
héngt jedoch vom durchlaufenen Pfad ab und ist somit mehrdeutig. Ein sinnvoller
Vergleich von Vektoren in verschiedenen Raumpunkten 1&8t sich aufgrund dieser
Mehrdeutigkeit nicht durchfithren. Ausgenommen sind flache Mannigfaltigkei-
ten in denen ohnehin sédmtliche Tangentialvektorrdume miteinander identifiziert
werden konnen und wo der Paralleltransport auch iiber endliche Entfernungen
eindeutig definiert ist.

— Vergleichbarkeit differentiell benachbarter Vektoren:

Die Kriimmung einer Mannigfaltigkeit ist ein Effekt zweiter Ordnung in den Pfad-
elementen, der bei kleinerwerdenden Absténden immer weniger ins Gewicht fallt
und in der differentiellen Umgebung eines Punktes schliellich vernachléssigbar
wird. Damit ist innerhalb einer solchen Umgebung die Parallelverschiebung von
Vektoren eindeutig, und Vergleiche wie die Differenzbildung erhalten auch dann
einen Sinn, wenn die Vektoren an differentiell benachbarten Punkten positioniert
sind. Auf dieser Grundlage hatten wir mit Hilfe der Verbindungskoeffizienten I" ék
eine Differentialrechnung iiber gekriimmten Mannigfaltigkeiten einfithren konnen,
als deren Vertreter wir die kovariante Ableitung und den Riemann— Christoffel-
schen Kriimmungstensor kennengelernt haben.

5.3 Symmetrien

Die n* Komponenten des Riemann— Christoffelschen Kriimmungstensors zeigen eine
Vielzahl von Symmetrien, die in einer abgewandelten Form seiner vierfach kovarianten
Komponenten R,,,;; leichter nachzuvollziehen sind:

1 0? o 0? 0?
s = 3tz om ~ G Im ~ g+ g o) 529

+ gkl (Fz‘n,l ij,k - an,l Fimv’“) :

Die ersten vier Ausdriicke entstehen, wenn man die Christoffelsymbole der ersten beiden
Terme aus in ihre Bestandteile zerlegt. In den letzten beiden Summanden wurde
das Hochziehen von k vor die Klammer gezogen, damit diese nur Christoffelsymbole
erster Art enthélt. An Gleichung lassen sich die folgenden Symmetrien direkt
ablesen:
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Durch direktes Nachrechnen 1483t sich ein weiterer Zusammenhang verifizieren:

Hierbei wurde in den drei Summanden der erste Index m festgehalten und die restlichen
Indizes n, ¢ und j zyklisch durchgetauscht. Gleichung wird als Erste Identitét
von Bianchi bezeichnet. Anhand dieser Symmetrien kénnen wir die Anzahl der we-
sentlichen Komponenten des Kriitmmungstensors bestimmen:

— Mehr als zwei gleiche Indizes:

Die hochgradige Schiefsymmetrie (5.27) und (5.28)) 1&68t Komponenten mit mehr

als zwei gleichen Indizes verschwinden, z.B.
Ronn = 0. (5.31)

— Zwei verschiedene Indizes:
Die Auswahl von 2 aus n Indizes ist auf n) verschiedene Arten moglich:

1
Rormn Ny = 5 n(n—1). (5.32)

Der Faktor 1/2 sorgt dafiir, dafl Vertauschungen des Typs ([5.27]) und (5.28)) nicht
mitgezahlt werden.

— Drei verschiedene Indizes:
Es lassen sich auf ns) verschiedene Arten jeweils 3 aus n Indizes auswéhlen:

1
Ronnin nE) = 5 n(n—1)(n—2). (5.33)

Die Zusétzlichen Symmetrien ((5.29)) und ((5.30]) schranken die Wahl dreier Indizes

nicht weiter ein.
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— Vier verschiedene Indizes:

Die Wahl von 4 aus n Indizes 148 sich auf n4) verschiedene Arten durchfiihren:
1
Rinij W = 15 n(n—1)(n —2)(n—3). (5.34)

Die drei ,, Tauschsymmetrien“ steuern hier jeweils einen Faktor 1/2 bei. Die erste
Identitdt von Bianchi erzeugt einen weiteren Faktor 2/3, da jeweils zwei Index-
kombinationen eine dritte festlegen. Insgesamt lautet der Vorfaktor somit

——————— = (5.35)

Die Anzahl n(,) der wesentlichen Komponenten ergibt sich aus der Summe der oben-
genannten Positionen:

Nw)y = Ny + nE) + N

= e —9m—3) + %n(n—l)(n—Q) + %n(n—l)

12
- %n(n— 1)(n—2)(n—3) + %n(n —1)(n—1) (5.36)
= 1—12n(n—1) (n®— 5n + 6 + 6(n—1))
= En?(n—1)(n+1)
= Erﬂ(n?—l).

Die Zahl der zu berechnenden Koeffizienten wird hierdurch erheblich reduziert:

n nt ()
1 1 0
2 16 1
3 81 6
4 256 20

Gewif} erscheint es seltsam, daf§ der Kriimmungstensor in allen eindimensionalen Réu-
men mit Ry11; = 0 verschwindet. Die Kriimmung z.B. einer Kreislinie it jedoch nicht
in der lokalen Nachbarschaft eines Punktes feststellbar sondern zéhlt vielmehr zu ih-
ren globalen Eigenschaften. Anders ausgedriickt ist eine gekriimmte Linie analog zur
Oberflache eines Zylinders im Einbettungsraum immer abwickelbar.
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5.4 Die Identitidt von Bianchi

Wenn von der Identitidt von Bianchi die Rede ist, meint man fiir gewohnlich nicht
die Gleichung (5.30) sondern eine Beziehung zwischen den kovarianten Ableitungen
bestimmter Komponenten des Riemann— Christoffelschen Kriimmungstensors:

Hierbei wurden in allen drei Summanden die Indexgruppe ij festgehalten und die
restlichen Indizes m, n und k zyklisch durchgetauscht. Zur Unterscheidung von (/5.30))
nennt man diese Beziehung auch die Zweite Identitit von Bianchi.

Zum Beweis dieser Identitéit bedienen wir uns des folgenden Tricks: Eine Tensoriden-
titdt gilt in jedem Koordinatensystem, und wir werden versuchen, die Gestalt des
Kriimmungstensors durch geschickte Wahl der Koordinaten zu vereinfachen. Die Dif-
ferentialgleichung analysiert alle Groflen in der Umgebung eines Punktes, in
welcher wir Christoffelsymbole verschwinden lassen und kovariante durch partielle Ab-
leitungen erestzen kénnen, wenn sich das Koordinatensystem dort wie ein Parallelkoor-
dinatensystem verhélt. Solche Koordinaten werden als lokal geodéatisch bezeichnet.
Diese Wahl geeigneter Koordinaten 18t sich mit dem Ubergang zu einer Diagonal-
basis vergleichen, in welcher die zu untersuchende symmetrische Matrix Diagonalge-
stalt annimmt weshalb man nur ihre Eigenwerte kennen muf. In lokal geodétischen
Koordinaten konnen wir die Darstellung der R,,,;; verwenden und sémtliche
Christoffelsymbole gleich Null setzen:

Romijie + Brmijin + Bokijim

R S O

2\ 9zipxndxk Gim 0xI 0x"Oxk Yirm Oxi0x™Oxk Gin
93 03 03

+ Oz 0x™Oxk Gin + o0xtdxmOz" ik O0xIdxmOz" Gik (5.38)
93 03 93

B oxioxkoxn Ggm =+ Oxi0xkoxn Gim + oxioxkox™ Iin
03 03 93

T woror I T dwowar 9 T griommorm g“”’)

= 0.

Da der Nulltensor in allen Koordinatensystemen verschwindet und weil wir in jedem
Punkt der Mannigfaltigkeit lokal geodatische Koordinaten einfithren koénnen, ist die
Identitat von Bianchi in der gesamten Mannigfaltigkeit eine vom Koodinatensystem
unabhéngige Eigenschaft des Kriimmungstensors.
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5.5 Kontraktionen

Wir werden nun untersuchen, welche weiteren Tensoren sich aus dem Riemann— Chri-
stoffelschen Kriimmungstensor durch Kontraktion erzeugen lassen. In den meisten
Féllen reduziert eine Kontraktion die Anzahl der wesentlichen Komponenten, was dazu
fithren kann, daf§ aus detaillierten Informationen grobkornigere generiert werden.

5.5.1 Der Ricci Tensor

Aufgrund der partiellen Schiefsymmetrie der R,,,;; verschwindet die Kontraktion der
Indexgruppen mn und %5, weil hierbei der symmetrische Tensor g mit schiefsymmetri-
schen Anteilen des Riemann— Christoffelschen Kriimmungstensors iiberschoben wird:

9™ Rinnij = 9" Ronniy = 0. (5.39)
Alle anderen Kontraktionen fithren zu einem bis aufs Vorzeichen eindeutigen Resultat:

9" Reij = 9" Rieji = —g" Riiji = —g" Ripgj = Rij . (5.40)
Der so kontrahierte Kriimmungstensor heifit Ricci Tensor:

Rij — Rk

ikj *

(5.41)

Infolge der Indexsymmetrien des Kriimmungstensors ist der Ricci Tensor selbst sym-
metrisch:

Rji = gkleilj = gklleki = Rji~ (5-42>

Als symmetrischer Tensor besitzt der Ricci Tensor $n(n+1) wesentliche Komponenten.
Ab n =4 Dimensionen hat der Rieman— Christoffelsche Kriimmungstensor mehr we-
sentliche Komponenten (20 Stiick) als der von ihm abgeleitete Ricci Tensor (10 Stiick).

5.5.2 Die Skalare Kriimmung

Aus dem Ricci Tensor kann durch eine weitere Kontrakton ein Skalar generiert werden:
R = Rjj = gjiRij = gklginkilj . (543)

61



Da dieser Skalar aus den Komponenten des Kriimmungstensors gebildet wird, ist
der Name Skalare Kriimmung durchaus naheliegend. Der mit der Reduktion der

%712(712 — 1) wesentlichen Koponenten des Kriimmungstensors auf eine einzige Zahl

einhergehende Informationsverlust ist hier offensichtlich.

5.5.3 Die Divergenz des Ricci Tensors

Bei der Interpretation physikalischer Groflen ist man héufig an der Aufstellung von
Bilanzen interessiert, welche die Grundlage fiir die Formulierung von Erhaltungssatzen
bilden. Ein wichtiges Hilfsmittel in solchen Bilanzen ist die Berechnung der Divergenz
der betreffenden Grofle. In diesem Abschnitt betrachten wir die Divergenz des Ricci
Tensors:

div (Ry;) == Rl (5.44)
Grundlage fiir die Berechnung dieser Divergenz ist die Identitdt von Bianchi
Rmnij|k + kaij|n + Rnkij|m =0, (545>
in welcher wir die Indexgruppen ms und jk kontrahieren:
0 = gmigijmm'ch + gmigijkmij In T gmigijnkij\m
= R,y — Rn+ R, (5.46)

Damit haben wir die Divergenz des Ricci Tensors auf die Skalare Kriimmung zuriick-
fithren kénnen:

1
Ry (5.47)

ko _
Rl = 3

Der freie Index wurde in ([5.47) von n nach ¢ umbenannt, und die horizontale Stellung
des Index k braucht wegen der Symmetrie des Ricci Tensors nicht beriicksichtigt zu
werden.
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5.6 Beispiel: Die zweidimensionale Kugelfliche

Interessanterweise sind die bisher als Beispiele verwendeten Polar— und Kugelkoordina-
ten fiir die Demonstration der Berechnung des Riemann— Christoffelschen Kriimmungs-
tensors vollkommen ungeeignet. Die durch diese Koordinatensysteme kartografierten
Riaume V2 und V? sind némlich ungekriimmt, weswegen der jeweils aus den Christof-
felsymbolen (4.68]) und gebildete Kriimmungstensor verschwindet. Dieses wird
verstandlich, wenn man bedenkt, dafl der Kriimmungstensor in jedem Koordinatensy-
stem berechnet werden kann, also auch in einem der im V2 bzw. V2 erlaubten Paral-
lelkoordinatensysteme. In einem Parallelkoordinatensystem verschwindet aber mit den
Christoffelsymbolen auch der Kriimmungstensor.

Die Situation &ndert sich, wenn wir eine Kugelschale mit Radius r aus dem Ein-
bettungsraum V? herauslésen und als zweidimensionale Mannigfaltigkeit betrachten.
Punkte auf dieser Kugeloberfliche parametrisieren wir wie gewohnt mit den Winkeln
@ und . In diesen Koordinaten lautet die Metrik

r?sin?(9) 0 g -t 0
[9:] =< 0 2 971 = {7 W) (5.48)

und die verbleibenden Christoffelsymbole sind
[0y = cot(¥) IV, = —sin(d) cos(¥). (5.49)

Fiir zwei Dimensionen existiert nur eine wesentliche Komponente des Riemann— Chri-
stoffelschen Kriimmungstensors R“"Wﬂ, welche wir aus dem allgemeinen Ausdruck

0 0
koo k k k ol k Tl
Ry = o1 Ujn — @Pm + gy, = T Ty (5.50)

herleiten, indem wir k =7 = ¢ und n = j = ¥ setzen:

0 0
R, = %Fgﬁ - a_ﬁriﬁ + I Iy — T%, Ffpﬁ
d 2
= 35 cot(¥) — cot*(v) (5.51)

= — (— 1 — cot?(¥) + cot2(19)> =1.
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Den ersten Index ¢ ziehen wir mit Hilfe der Metrik (5.48|) herunter, da wir so die
Symmetrien des Kriimmungstensors besser auswerten konnen:

Rovoo = o R%@ﬁ = r? sin2(19). (5.52)

Wir berechnen nun die Komponenten des Ricci Tensors durch Kontraktion des Rie-
mann— Christoffelschen Kriimmungstensors:

Rji = Rkikj = gkleilj. (553)

Die einzelnen Komponenten lauten:

Ryop = 9% Rpppp + gwRﬂwW = gwaWﬂ
1 . .
= 7’_2( *sin®(¥)) = sin®(v)
Ryy = g% Repps + 9" Rogoo = 9°¥ Regpo (5.54)
1

= Sy () (7“2 sin2(19)) =1

chﬂ = g¢¢R<p<p<p19 + gﬁﬂRﬂapﬂﬂ = 0.

Da der Ricci Tensor ein Tensor zweiter Stufe ist, lassen sich seine Komponenten in
Matrixschreibweise zusammenfassen:

R.] — (Sino(’ﬁ) 2) (5.55)

Zum Abschlu8 berechnen wir die Skalare Kriimmung durch Kontraktion des Ricci
Tensors:

R=FR,=¢'Ry;. (5.56)

Setzen wir die Komponenten ([5.54)) des Ricci Tensors in ((5.56|) ein, erhalten wir

(sin?(0) + - = = (5.57)

R = g*Ryp + 9" Roy = 2 2

72 sin? (V)
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Die Skalare Kriimmung der Kugeloberfliche hat somit den zweifachen Wert der Gauf3-
schen Kritmmung 1/r?. Weil in zwei Dimensionen der Riemann— Christoffelsche Kriim-
mungstensor nur eine wesentliche Komponente besitzt, geht durch die Kontraktionen
nichts verloren und der Kriimmungstensor, der Ricci Tensor und die Skalare Kriimmung
haben denselben Informationsgehalt.
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6 Die Einsteinschen Feldgleichungen

Bisher war unsere Betrachtung gekriimmter Rdume rein geometrischer Natur und nicht
aufs Raum— Zeitkontinuum beschrankt. In diesem Kapitel geht es jedoch um die Herlei-
tung der Feldgleichungen der Allgemeinen Relativitédtstheorie, weshalb wir nun einige
vorbereitende physikalische Aussagen treffen miissen. Wie in der Speziellen Relati-
vitéitstheorie wihlen wir ab jetzt als Mannigfaltigkeit das durch die Koordinaten

{2} = {2°= ct, ', 2%, 2%} (6.1)

parametrisierte vierdimensionale Raum— Zeitkontinuum. Der Metrische Tensor soll als
Funktion der x* in verschiedenen Raum— Zeitpunkten verschiedene Werte annehmen
konnen und nicht notwendigerweise die Form

(9] = (6.2)

oo o~
oo~ o
|
o~ oo
_o oo

der Minkowskimetrik besitzen. In der differentiellen Umgebung jedes Raum— Zeitpunk-
tes lassen sich jedoch lokal geodétische Koordinatensysteme finden, in denen die Metrik
niherungsweise die Minkowskigestalt annimmt, wobei dieses fiir gewohnlich nur
im herausgesuchten Weltpunkt exakt gilt. Dynamisch betrachtet handelt es sich um
frei fallende Koordinaten, in denen lokal die Spezielle Relativitatstheorie nicht durch
Gravitationseffekte gestort wird. Die gesuchten Feldgleichungen haben die Aufgabe,
den Metrischen Tensor g als Funktion der Raum— Zeit— Koordinaten z# festzulegen,
wobei die Minkowskimetrik in flachen und materiefreien Raumgebieten noch als Rand-
bedingung in Erscheinung treten kann.

Verglichen mit der Speziellen Relativitédtstheorie hat die Ortsabhéngigkeit der Metrik
merkwiirdige Konsequenzen. Der Begriff des Inertialsystems verliert seine gewohnte
Bedeutung, und gemé&f Abschnitt ist es nicht erlaubt, Vektoren wie z.B. Ge-
schwindigkeiten in rdumlich entfernten Punkten miteinander zu vergleichen. Dieses ist
nur ndherungsweise in der unmittelbaren Nachbarschaft eines Punktes méglich, in wel-
cher das fehlende globale Inertialsystem der Speziellen Relativitdtstheorie durch eine
auf den jeweiligen Raumpunkt bezogene lokale Version ersetzt werden kann. In Kapi-
tel [3] hatten wir das folgendermaflen ausgedriickt: Der globale Ortsvektorraum zerfallt
in eine Vielzahl von Tangentialvektorrdumen.
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6.1 Der Energie— Impulstensor

Die klassische Mechanik beschreibt das Newtonsche Gravitationspotential als ein Feld,
das die schwere Masse als Quelle besitzt. Aus der Sicht der Speziellen Relativitéts-
theorie ist die Masse allerdings keine eigenstdndige Grofle sondern eine spezielle Form
von Energie, was sie zu einem Bestandteil des Viererimpulses p* werden 1af8t. Eine
Feldtheorie analysiert Feldgréfien in der differentiellen Umgebung eines Raum— Zeit—
Ereignisses, weswegen die Quellen der Felder in Form von Dichten vorliegen miissen.
Jede Komponente des Viererimpulses wird daher durch die zugehorige Energie— bzw.
Impulsdichte ersetzt und dariiberhinaus durch eine Stromdichte ergénzt, welche die im
Raum— Zeitkontinuum stattfindenden Zufliisse, Abfliisse und sonstigen Umverteilungen
dieser Komponente protokolliert. Eine relativistische Theorie der Gravitation kann also
keine skalare und auch keine Vektortheorie sein, da die Feldquellen bereits in einem
Tensor zweiter Stufe zusammengefafit sind. Fiir eine korrekte Kontinuumsbeschreibung
der Energie benotigen wir somit folgende physikalische Grofen:

p  Energiedichte

Stromdichte der Energie

T Impulsdichte in Raumrichtung ¢

7 Stromdichte der Impulskomponente 7'

= &

Die wichtigste Eigenschaft einer durch Dichte und Stromdichte beschriebenen Groéfie
ist die Existenz einer Bilanzgleichung:

0 o

pT +divi =g (6.3)
gﬂi +divy , = qni (6.4)
P I = Qi :

Die Terme g, und g¢,: sind Quellterme, die den Gewinn oder Verlust von Energie bzw.
Impuls an ,artfremde® Formen beschreiben, welche iiber eine geometrische Umvertei-
lung hinausgehen. So beschreibt beispielsweise ¢, die Dissipation von Energie wihrend
die ¢, die Komponenten einer Kraftdichte reprédsentieren. Die Energie— bzw. Impuls-
dichte und deren Stromdichten werden in der Speziellen Relativitdtstheorie im Energie—
Impulstensor T' zusammengefaft:

T = [T"] = ( p' jf)/C) (6.5)

) v
g ]ﬂi
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Die Komponenten dieses Tensors haben folgende physikalische Bedeutung;:

T  Energiedichte

T%  Energiestromdichte, j = {1,2,3}
T  Impulsdichte, i = {1,2,3}

T%  Druck, i = {1,2,3}

T%  Spannungen, Viskosititen, i # j.

Durch die folgende Betrachtung wird die Interpretation der Impulsstromdichten 7% als
physikalische Driicke plausibel. Wir verwenden hierbei die Begriffe

7' Komponente i der Impulsdichte

P'  Komponente i des Impulses

F*  Komponente i der Kraft

V' Réumliches Volumen

o; Fliche senkrecht zur Raumrichtung i mit do; = dV/dz*

p'  Druck in Raumrichtung i.

In der Kontinuumsmechanik werden Stromdichten als das Produkt eines Dichtefeldes
mit seinem zugehorigen Geschwindigkeitsfeld definiert. Dieses wenden wir auf die Im-
pulsstromdichtekomponenten j*, an und formen wie folgt um:

gde' dP'ds'  dP' dFT (6.6)
dt AV dt  dtdo,  do, T ‘

o
Jpi = T

Damit ist klar, daB es sich bei den rdumlichen Diagonalelementen 7% des Energie—
Impulstensors tatséchlich um Driicke handelt.

6.1.1 Symmetrie

Der Energie— Impulstensor besitzt eine Symmetrie, die man der Form (6.5 nicht un-
mittelbar ansieht und deren Herleitung leider ausgesprochen umsténdlich ist:

T = TV, (6.7)

68



Leitet man nédmlich den Energie— Impulstensor aus der Lagrangdichte eines gegebenen
Feldes ab, ist dieser im Allgemeinen nicht symmetrisch. Allerdings wird der Tensor
auf diese Weise nur bis auf ein divergenzfeies Feld bestimmt, durch dessen geeignete
Wahl der Energie— Impulstensor symmetrisiert werden kann. Einfacher zu verstehen
ist das physikalische Argument, dafl die Erhaltung des Drehimpulses eine zuséatzliche
Forderung an den Energie— Impulstensor stellt. Die Drehimpulsdichte hat die Form
eines Tensors dritter Stufe:

MPve = ghTve — grThe (6.8)

Wenn sowohl Impuls— als auch Drehimpulserhaltung gilt, verschwindet jeweils die Di-
vergenz dieser Tensoren:

0

p ™ =0 Impulserhaltung (6.9)
xoé
0 o .

5 M =0 Drehimpulserhaltung (6.10)
xa

Der Einfachheit halber haben wir einen ungekriimmten Raum vorausgesetzt. Die Glei-
chungen und (6.10)) sind Impuls— bzw. Drehimpulsbilanzen mit verschwindenden
Quellen. Berechnen wir nun die Drehimpulsbilanz explizit:

0 0
ppa T (pRV VR
oz oz (z . )
_ o D a0 O qua | guqra _ grpua (6.11)
ox® ox™ @ @
= T T =0,

Hierbei wurde ausgenutzt, dafl laut die Divergenz von T' verschwindet. Die oben-
stehende Gleichung besagt, dafl der Energie- Impulstensor symmetrisch sein mufl. Be-
trachten wir die Konsequenzen dieser Symmetrie zunichst fiir die Komponenten 7:

T =T" = j =7 (6.12)
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Damit wére die Energiestromdichte bis auf einen Anpassungsfaktor fiir die Dimension
mit der Impulsdichte identisch. Dieser Zusammenhang wird plausibel wenn man p
einschrinkend als reine Massendichte auffat. Zusitzlich zu p und 7* verwenden wir
die Grofien

v Komponente ¢ der Geschwindigkeit
P'  Komponente i des Impulses
m  Schwere Masse

V R&aumliches Volumen.

Schreiben wir j;; als das Produkt von Massendichte— und Geschwindigkeitsfeld erhalten
wir
y dm , dP'

Jp = pv' = P Al v . (6.13)

Durch die Interpretation von p als Massendichte konnten wir die elementare Definition
des Impulses ausnutzen und auf die Anpassung der Dimension verzichten. Fiir die
rdaumlichen Komponenten T% reproduziert die Symmetrie

TV = T7 (6.14)

des Energie— Impulstensors die aus der klassischen Kontinuumsmechanik bekannte
Symmetrie des mechanischen Spannungstensors.

6.1.2 Divergenz

Die Zusammenfassung der Energie— und Impulsdichte sowie der zugehérigen Strom-
dichten zu einem Tensor fiihrt zur Vereinheitlichung der Bilanzgleichungen (6.3)) und

)
0

%Tﬂ'a - O (615)

Zum Beweis betrachten wir die einzelnen Zeilen dieser Tensorgleichung explizit, wobei
wir den Komponenten von T wieder ihren physikalischen Gehalt (6.12) zuweisen:

9 o 9 00 0 o 1[0 Y

% T = 81‘0 T + a[L'] T = - 8tp + lelp =0 (616)
8 i a i0 a iy 8 i N _

%T = @T + aq;J T = at'ﬂ' —+ le‘lﬂ_i = 0. (617)
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Die Divergenz des Energie— Impulstensors besteht also tatséchlich aus den vier Bilanz-
gleichungen und der Energie— Impulsdichte. Das Nichtvorhandensein von
Quelltermen macht diese Bilanzgleichungen zu Erhaltungssédtzen, denn wir betrachten
das System der gravitierenden Materie als abgeschlossen und sehen keine Wechsel-
wirkung mit anderen Kréften vor. Auf diese Weise konnen Energie und Impuls nur
innerhalb des Systems umverteilt und nicht dem System hinzugefiigt oder entzogen
werden. Durch die Erhaltung von Energie und Impuls wird der Tensor T' divergenzfrei.

Bisher gilt unsere Betrachtung des Energie— Impulstensors nur fiir Parallelkoordina-
tensysteme. Interessieren wir uns stattdessen fiir die Verteilung von Masse, Energie
und Impuls in einer gekriimmten Mannigfaltigkeit, existiert der Energie— Impulstensor
punktweise in Tensorrdumen zweiter Stufe, die aus Instanzen der lokalen Tangentialvek-
torrdume zusammengesetzt sind. Die partielle Ableitung mufl nun durch die kovariante
Ableitung ersetzt werden, und die Divergenz von T lautet

=0. (6.18)

Der Satz von Ricci erlaubt das Herauf- und Herunterziehen von Indizes in Gegenwart
der kovarianten Ableitung trotz ortsabhédngiger Metrik, so dal wir die Divergenz auch
von den kovarianten Komponenten von T bilden kénnen:

— 0. (6.19)

Abschlielend halten wir noch einmal fest, dafy der Energie— Impulstensor des Gravita-
tionsfeldes symmetrisch und divergenzfrei ist.

6.2 Der Einsteintensor und Einsteins Feldgleichungen

Die sich auf die Entwicklungsgeschichte der Allgemeinen Relativitidtstheorie beziehen-
den Passagen dieses Abschnittes sind der Einsteinbiographie ,Raffiniert ist der Her-
gott...“ [8] von Abraham Pais entnommen. Einsteins erster Schritt in Richtung einer
Gravitationtheorie war die Formulierung des Aquivalenzprinzips um 1907, das sinn-
geméf besagt:

Durch Beschleunigung hervorgerufene Krifte sind von gleichgrofien
Gravitationswirkungen ununterscheidbar.

Ein frither quantitativer Ansatz war die skalare Theorie eines ortsabhéngigen Lichtge-
schwindigkeitsfeldes, mit dessen Hilfe die durch die Gravitation hervorgerufenen Rich-
tungs— und Frequenzénderungen von Lichtstrahlen beschrieben werden sollten. Dieser
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erste Versuch basierte noch auf keinem iiberzeugenden physikalischen Konzept, und
Einstein kam der Gedanke, die Verteilung von Energie und Impuls gravitierender Ma-
terie mit der Kriimmung der Raumzeit in Verbindung zu bringen. Der Versuch einer
direkten Verallgemeinerung der Poissongleichung des klassischen Gravitationspoten-
tials

Ad = 4r Gpp, pm: Dichtefeld der gravitierenden Masse (6.20)

schlégt allerdings fehl, denn ersetzt man ® durch g,,, p, durch T, und A durch ein
Konstrukt aus kovarianten Ableitungen, 148t der Satz von Ricci die linke Seite die-
ser Gleichung zu Null degenerieren. Einsteins Vorbild fiir die gesuchte Theorie war
die Flachentheorie von Gauf, die er auf das Raum— Zeitkontinuum {ibertragen wollte.
Im Jahr 1912 war die Differentialgeometrie kein geldufiges Werkzeug der mathemati-
schen Physik, und er fragte seinen fritheren Studienkollegen und Mathematiker Marcel
Grossmann um Rat. Auch dieser mufite sich zunéchst in der Universitatsbibliothek von
Ziirich informieren und stellte Einstein schliellich die Riemannsche Geometrie in der
Form des Tensorkalkiils von Ricci, Bianchi und Levy Civita vor. Eine solche Theorie
hatte Einstein gesucht, und mit Unterstiitzung von Marcel Grofmann entwickelte er
die nach ihm benannten Feldgleichungen der Gravitation.

Im Gegensatz zu heute gab es damals zu diesem Thema nur wenige Ubersichtsartikel,
und die Informationen mufiten vermutlich mithsam aus mathematischen Fachzeitschrif-
ten zusammengetragen werden. Spéter erweiterte Einstein Riccis Tensorkalkiil durch
seine Summationskonvention, die das praktische Rechnen erheblich transparenter ge-
staltet. Interessanterweise war ihm die Identitdt von Bianchi lange Zeit unbekannt,
wodurch er anfangs glaubte, die neuen Feldgleichungen seien nur unter linearen Koor-
dinatentransformationen invariant. Wir hingegen kénnen mit den bisher bereitgestell-
ten Hilfsmitteln Miverstdndnisse dieser Art vermeiden und die Feldgleichungen auf
angenehme Weise ableiten.

6.2.1 Der Einsteintensor

Von den Tensoren der Differentialgeometrie ist der Ricci Tensor am ehesten dazu geeig-
net, den Energie- Impulstensor mit geometrischen Groflen in Verbindung zu bringen.
Wie dieser ist er ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe, dessen Divergenz allerdings
gemaf nicht verschwindet. Wir miissen den Ricci Tensor also durch einen Term
erginzen, dessen Divergenz diejenige des Ricci Tensors authebt. Da der Metrische Ten-
sor sich unter der kovarianten Ableitung wie eine Konstante verhélt, kann man ihn mit
einer passenden Funktion kombinieren welche die gewiinschte Divergenz erzeugt. Der
so modifizierte Ricci Tensor

1
GHV = R#V - §9uvR (621)
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ist wegen des Termes mit der Skalaren Kriimmung R divergenzlos. Zum Beweis bilden
wir die Divergenz von G

1

Gua|a - Rua|a - EganMVR\Of
1 1
= §R|N — §5§R‘a < Aus " (622)
1 1
- §R|u - §R|u = 0.

Diese divergenzlose Version des Ricci Tensors trigt den Namen Einsteintensor.

6.2.2 Die Kosmologische Konstante

Dem Einsteintensor lassen sich weitere symmetrische divergenzlose Tensoren hinzufii-
gen ohne daf§ die gedinderte Version G’ mit dem Energie— Impulstensor unvertréiglich
wére. Wir machen uns wieder die Vertauschbarkeit des Metrischen Tensors mit der
kovarianten Ableitung zu Nutze und wéhlen diesesmal einen konstanten Vorfaktor:

G = G — gl (6.23)

Die Zahl A wird Kosmologische Konstante genannt weil sie nicht von den Raum-—
Zeitkoordinaten z# abhéngt. Damit verschwindet auch wie gefordert die Divergenz
dieses Zusatztermes auf triviale Weise. Das Vorzeichen wurde geméfi den Konventionen
der Standardliteratur an die hier verwendete Signatur (+———) angepaft.

6.2.3 Die Feldgleichungen

Durch Gleichsetzen des Einsteintensors mit dem Energie- Impulstensor entsteht ein
System nichtlinearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir das Feld des Metri-
schen Tensors g, (2" - - - 2*). Dieser hat 10 wesentliche Komponenten, fiir die 10 Diffe-
rentialgleichungen zur Verfiigung stehen. Ein Vorfaktor vor dem Energie— Impulstensor
korrigiert die Dimension und reproduziert im Grenzfall des flachen nichtrelativistischen
Raumes das Newtonsche Gravitationsgesetz. Fassen wir alle geometrischen Anteile auf
der linken Seite der Gleichung zusammen, erhalten wir

1 8T
RMV — égij — quVA = C—4GTMV, (624)

73



wobeil GG fir die Gravitationskonstante steht:

3

G = 6.67428 - 10° 112 6.25
kg & (6.25)

Einstein empfand diese Form der Feldgleichungen zunéchst als problematisch, denn
die linke Seite von ist gegeniiber beliebigen Koordinatentransformationen form-
invariant. Die 10 Differentialgleichungen scheinen die 10 Komponenten des Metrischen
Tensors nach der Aufstellung geeigneter Anfangs— und Randbedingungen vollsténdig
festzulegen, so daf eine Anderung der guv durch frei wihlbare Koordinaten unterbunden
wird. Einstein glaubte daher, die Feldgleichungen seien nur in Parallelkoordinatensyste-
men giiltig, weswegen sich ein Wechsel des Koordinatensystems auf lineare Transforma-
tionen beschrankt hétte. Dieses wire allerdings ein ernstzunehmender Mangel seiner
Theorie gewesen. Tatséchlich sind die 10 Differentialgleichungen jedoch voneinander
abhéngig, weil die durch die Identitdt von Bianchi garantierte Divergenzfreiheit der
linken Seite von die 10 Feldgleichungen iiber vier zusétzliche differentielle Bezie-
hungen miteinander koppelt. Es bleiben also nur noch 6 unabhéngige Feldgleichungen
iibrig, wodurch 4 Koordinatenfunktionen beliebig wéhlbar sind. Damit sind die Feld-
gleichungen der Allgemeinen Relativitdtstheorie mit der Darstellung des Metrischen
Tensors in beliebigen Koordinatensystemen vertréglich.

In der Form enthalten die Feldgleichungen der Gravitation auch die Kosmologi-
sche Konstante A, welche Einstein eingefiihrt hatte, um den damaligen Vorstellungen
von der Struktur des Universums entsprechende stationére Losungen zuzulassen. Als
Edwin Hubble in den Zwanziger Jahren entdeckte, dafl das Universum expandiert,
nannte Einstein die Einfithrung der Kosmologischen Konstante seine ,gréfite Eselei®,
da er auf diese Weise die Gelegenheit verpafit hatte, noch vor Hubbles Veroffentlichung
den dynamischen Charakter des Universums vorherzusagen. Heutzutage erfreut sich
die Kosmologische Konstante im Hinblick auf die Dunkle Energie erneuter Beliebtheit.
Héaufig wird dieser Zusatzterm auf die rechte Seite der Feldgleichungen geschrieben und
als Druck und Energiedichte des Vakuums interpretiert:

Tvac _ 04 A

_ca 2
uv 87TG gMV (6 6)

Dieser spezielle Energie— Impulstensor des Vakuums hat in lokal frei fallenden Bezugs-
systemen vier Diagonalelemente, die sich bei gleichem Betrag nur durch ihr Vorzeichen
unterscheiden. Beriicksichtigt man die Bedeutung dieser Elemente

To = p (Energiedichte)
T, = p (Druck) ,
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kann man aus (6.26]) die sogenannte Zustandsgleichung p(p), also den Zusammenhang
zwischen Energiedichte und Druck dieser ,Materie des Vakuums* ablesen:

ct A
vac _ _ gvac _ " 6.27
p p S O (6.27)
Die gelaufigere Form der Feldgleichungen enthélt A allerdings nicht, und es ist iiblich,
den Vorfaktor vor dem Energie— Impulstensor abkiirzend als x zu bezeichnen oder auch
ganz wegzulassen:

1
R, — égw,R = G = KT, (6.28)

Eine abgewandelte Form der Feldgleichungen ergibt sich durch Spurbildung auf beiden
Seiten von (|6.24)):

kT = R*, — %533—5%

« «

kT = —R —4A, (6.29)

wobei wir die oben erwidhnte Abkiirzung
k= —G (6.30)

verwendet haben. Die Beziehung ((6.29) erlaubt es, in den Feldgleichungen ([6.24]) den
Kriimmungsskalar R durch die Spur 7" des Energie— Impulstensors zu ersetzen:

8 1
R,uzz+ g,ul/A = gG (T/,w - Eg,uz/T> . (631)

Sieht man von der Kosmologischen Konstante ab, wird in der Ricci Tensor
selbst durch den Energie— Impulstensor ausgedriickt. Auf diese Weise kénnen die Aus-
wirkungen der Verteilung von Energie und Impuls der gravitierenden Materie auf die
geometrische Struktur des Raumes in anschaulicherer Weise interpretiert werden, als
dies in der urspriinglichen Darstellung der Fall ist [20].

Schlieflich bleibt noch zu erwédhnen, dal die Formulierung der Einsteinschen Feldglei-
chungen in der Literatur alles andere als einheitlich ist. Neben der Tendenz zu sog.
natiirlichen Einheiten G = 1, ¢ = 1 oder gar k = 1 existieren in Abhéngigkeit von
der Definition des Riemann— Christoffelschen Kriimmungstensors und des Metrischen
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Tensors verschiedene Vorzeichenkonventionen. So konnen fast alle Terme in den Feld-
gleichungen unterschiedliche Vorzeichen haben wie z.B.

k k
RY; — —RY,;
1
R, — §gsz + g = —kT),,. (6.32)

Wihlt man fiir die Metrik die komplementére Signatur (—+-++), dndert sich nur das
Vorzeichen des Terms mit der Kosmologischen Konstante. Auch der Vorfaktor x un-
terscheidet sich, wenn beispielsweise die Einheit des Energie— Impulstensors nicht als
Energiedichte sondern als Massendichte interpretiert wird oder wenn natiirliche Ein-
heiten ins Spiel kommen. Haufig anzutreffende Formen sind:

K = gG (Durch p — p/c?) (6.33)
k = 81 (Durch ¢ = 1) (6.34)
K = 8 (Durch G =1 und ¢ =1). (6.35)

Liegt eine alternative Form dieser Art vor, ist es ratsam, deren Herkunft anhand der
obengenannten Ursachen zuriickzuverfolgen.

6.2.4 Linearisierung und Newtonscher Grenzfall

Ahnlich wie die Quantenmechanik fiir & — 0 in die klassische Mechanik iibergeht, muf
die Allgemeine Relativitatstheorie im nichtrelativistischen Grenzfall Newtons Gravi-
tationsgesetz in Gestalt der Feldgleichung reproduzieren. Die hier vorgestellte
Rechnung basiert auf einer Kombination aus Lehrbuchstoff [7] und den Methoden eines
in arXiv.org verdffentlichten Vorlesungsscriptes [4]. Den Newtonschen Grenzfall erhélt
man aus Finsteins Felgleichungen durch Approximationen in folgenden Bereichen:

Schwachfeldnidherung:

Die Metrik darf nur wenig von der Minkowskimetrik abweichen:

v = Nuw + h,uzz
hu| < 1. (6.36)
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Die n,, in (6.36) sind die in einem kartesischen Koordinatensystem ausgedriickten
Koeffizienten der ungestérten Minkowskimetrik

) = (6.37)

oo o~
oo~ o
|
o~ oo
—_o oo

Strenggenommen sollte man ebenfalls voraussetzen, dafl die Kleinheit der Amplituden
h,. nicht durch groBe Schwankungen in sehr kleinen Raum-— Zeitbereichen konterkariert
wird. Diese kénnten ndmlich die partiellen Ableitungen dh,,, /02> so stark anwachsen
lassen, dass deren Linearisierung zusammenbricht.

Nichtrelativistischer Grenzfall:

Da das Newtonsche Gravitationsgesetz keine relativistische Theorie ist, muf} die Licht-
geschwindigkeit als unendlich grofl angenommen werden:

c— 00. (6.38)

Dieser Grenziibergang 14t alle Retardierungseffekte verschwinden, und die Bewegung
der Quellen wirkt sich instantan auf das metrische Feld aus.

Statisches Feld:

Im Gegensatz zum elektromagnetischen Feld hat das Newtonsche Gravitationsfeld keine
dynamischen Anteile und wird nur parametrisch mit den sich bewegenden Quellen mit-
gefiihrt. Die Abweichungen h,,, von der Minkowskimetrik sind somit zeitunabhéngig:

0

In einem ersten Schritt linearisieren wir die Christoffelsymbole in den Gréflen A, ,

indem wir den Ansatz (6.36]) in Gleichung (4.32) einsetzen:

o 1 (O 0 0
wo = 59 @gu)\‘i_%guz\_@guu
1 (O 0 0
~ 5 n (@ h,//\ + @ hﬂ)\ - % huy) . (640)
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Diese linearisierten Christoffelsymbole erlauben die Berechnung des linearisierten Ricci

Tensors, vgl (5.5)):

K 9 K 9 K K A K A
RHV =R uky ok Fuu - oxv qu + Fn)\ Fuu - FVA FH}L
1 [ o2 o2 02 0?
~ oM = b — = b == h ). (641
2" <3x”ax"“ M oo T fgrar " T dzron (6.41)

In zwei Termen kénnen wir eigene Ausdriicke fiir die Spur der A, und den D’Alembert—
Operator O einfiihren:

h = 17h,, (6.42)
92
o = np* . 4
" oxHoxY (6.43)

In diesen Gréflen geschrieben lautet der linearisierte Ricci Tensor

1/ 92, 22 9’
- ® " — ——h — O . 44
By 2 (895”8:6” 1 D0z~ Mo dxrdxY " hW) (6.44)

Um die Skalare Kriimmung in der gleichen Néherung zu berechnen, muf der lineari-
sierte Ricci Tensor aus (6.44) mit n* anstatt mit g" iiberschoben werden:

82

R ~ nlJJVRp,V = Orr oLV

7“0 *hyey — Oh. (6.45)

Hierbei wurden die Summationsindizes p <> k beziehungsweise v <> k wechselseitig
umbenannt. Bevor wir nun die Schwachfeldndherung des Einsteintensors

1
G = Ry — 517WR (6.46)

aus den obenstehenden Naherungen fiir 12, und R konstruieren, betrachten wir zu-
néchst dessen Spur:

1
G = g"R,, — §g””gu,,R = —R. (6.47)

Offenbar unterscheidet sich die Spur des Einsteintensors von der Spur des Ricci Tensors
nur durch das Vorzeichen. In der angloamerikanischen Literatur werden symmetrische
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Tensoren, die iiber diese Eigenschaft miteinander in Beziehung stehen, als zueinander
trace — reversed bezeichnet und mit einem Uberstrich geschrieben:

— 1
G = Ry = Ry = 59 R (6.48)

Es {iiberrascht nicht, daf§ der linearisierte Einsteintensor eine einfachere Gestalt an-
nimmt, wenn wir statt der Stérungskoeffizienten h,, deren trace — reversed Versionen
verwenden:

— 1
hp,u = h,u,u - 577,u,uh- (649)

Wir schreiben daher einige Ausdriicke aus den linearisierten Versionen des Ricci Tensors
(6.44) und der Skalaren Kriimmung |D als Funktionen der h,,,:

02 ) 02 T 1 0?2
895”83:”77 o = 8:6“835“77 o + 2 Oxrdx” (6.50)
62 K,V 82 K. UANT 1
OxrOxY " Mher = OxtoxY e her + 2 b (6.51)
— 1
Oh,, = Ohy, + gmwﬂh- (6.52)

Setzen wir dieses in (6.44)) und (6.45)) ein, lautet der linearisierte Einsteintensor

1/ 02 — 9?2 _
ij ~ _< nﬁ)\h’)\l/ + S 77H)\h)\,u — ...

2

T e e

npﬁna)\ﬁ/ﬁk - DE}LV)' (653)

Wenn sich auch die Zahl der Terme durch die Einfiihrung der EW von 6 auf 4 redu-
ziert hat, ist die Form fiir eine einfache Interpretation noch zu uniibersichtlich.
Allerdings legen die Einsteinschen Feldgleichungen wie in Abschnitt erwahnt den
Metrischen Tensor nur bis auf vier Koordinatenfunkionen

I () (6.54)

fest, weswegen sich der linearisierte Einsteintensor durch die Beschrankung auf ei-
ne geeignete Klasse von Koordinatensystemen weiter vereinfachen lait. Die Situation
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ist analog zur Herleitung der Wellengleichung des elektromagnetischen Feldes, deren
Struktur ebenfalls erst zu erkennen ist, wenn die Eichfreiheit der Potentiale durch
die Lorenzteichung eliminiert wird. In unserem Fall beschrinken wir die zugelassenen
Koordinatenfunktionen auf harmonische Funktionen mit der Eigenschaft

Bzt = g”’\x”“'ﬁ'/\ =0. (6.55)

Diese Auswahl wird als Harmonische Eichung bezeichnet. Der Operator [ ist die
kovariante Form des in eingefithrten D’Alembert— Operators O, in welchem die
partiellen durch kovariante Ableitungen ersetzt wurden. Bei der Auswertung dieser
Eichbedingung ist zu beachten, dafl es sich bei den Koordinaten x* trotz ihrer Indizie-
rung nicht um Vektorkomponenten sondern um einfache Zahlentupel handelt, die bei
der kovarianten Differentiation wie skalare Funktionen zu behandeln sind:

0
0 _ TV 6.56
z | orrk x K ( )
K = —82 R 4 _8 b= T 6.57
x [k|A T ax,{aaj)\x ) axpx — T kA ( : )
1 0 0 0
KA .1 - _ K))\FN — KA uo .
Wir betrachten nun die Harmonische Eichung in Schwachfeldnédherung:
1 0 0 0
At = —g™Th, ~ — =g hor + 5 hox — 73— I
v IS SR <8m” A ox? 0x° A)
0 1 0
—  _ pHo KA h = h
7 (7] oz 2 9x° )
0 1 0
1 KA h TR h P KA — &
n (7] 8m"“ Ao 27] Mo (’*):p’f ) e o
o o O 1
= —n"n Aax“ (h)\o - Emah)
0 —

= =0 he = 0. (6.59)

Durch Linksmultiplikation mit [r,, ] erhélt die Bedingung (6.59) wie die Lorentzeichung
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der Elektrodynamik die Gestalt einer Divergenz:

o —
KA —
o v = 0. (6.60)

Beschrénken wir uns in (6.53) auf harmonische Koordinaten, verschwinden dort die
ersten drei Terme und wir erhalten

G~ —=0hy,. (6.61)

N | —

Die linearisierten Einsteinschen Felgleichungen entkoppeln somit komponentenweise
und erhalten die Form von inhomogenen Wellengleichungen:

167 GT,. (6.62)

Ohy = — -
Diese Dynamik des schwach gestorten metrischen Feldes hat weitreichende physikali-
sche Konsequenzen:

— (ravitationswellen:

Im Vakuum 7, = 0 beschreiben die Gleichungen (6.62)) die wellenartige Aus-
breitung einer Stérung h,, um die Minkowskimetrik 7,,,. Mit 2 = ct lautet der
D’Alembert— Operator

1 02
O0=—-— —A 6.63
c2 Ot? ’ (6.63)
woraus sich ¢ als Fortpflanzungsgeschwindigkeit dieser Storungen ablesen 1a8t.
Es handelt sich somit um die von Einstein vorhergesagten Gravitationswellen.

— Retardierung:

Die linearisierten Einsteinschen Feldgleichungen haben dieselbe Gestalt wie
die Wellengleichungen des elektromagnetischen Viererpotentials, deren Quellen
allerdings nicht Komponenten einer Viererstromdichte sondern die Komponenten
des Energie— Impulstensors sind. Tritt in der Energie— Impulsverteilung (Masse,
Druck, Scherungen usw.) eine Verdnderung auf, teilt sich diese dem metrischen
Feld nicht instantan mit sondern wird wie Storungen des elektromagnetischen
Feldes mit Lichtgeschwindigkeit zu entfernten Raumpunkten propagiert.

Den nichtrelativistischen Grenzfall dieser linearisierten Feldgleichungen erhalten wir,
indem wir die Lichtgeschwindigkeit mit ¢ — oo als unendlich grof3 annehmen. In diesem
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Limes dominiert die Komponente Tyy und es bleibt nur eine relevante Feldgleichung
iibrig:

_ 16
Ol = — CTW G Ty (6.64)

Im Rahmen der nichtrelativistischen Ndherung kénnen wir schreiben:

c—00
~

=7 A (6.65)

Too = p = Cpm. (6.66)

Hierbei ist p,, die aus der Energiedichte p abgeleitete Massendichte. Fiir einen direkten
Vergleich dieser Ausdriicke mit dem klassischen Gravitationsfeld konnen wir zusétzlich
Pm und hoo als unabhéngig von der Zeitkoordinaten z° annehmen, denn die Newton-
sche Gravitationskraft ist bei ruhenden Massendichten ebenfalls statisch. Unabhéngig
von dieser zusétzlichen Forderung lautet die nichtrelativistische Approximation der
Feldgleichungen

- 167

Die Gegentiiberstellung von ((6.67)) mit der klassischen Feldgleichung fiir das Newtonsche

Gravitationspotential
Ad = AnGpy, (6.68)

bestétigt das Auftreten der Gravitationskonstante G auf der rechten Seite der Ein-
steinschen Feldgleichungen und erlaubt uns, hgy durch das Potential ® auszudriicken:

— 4
hoy = C_2(I>. (6.69)

Um auch die Abhéngigkeit der urspriinglichen Stérungskoeffizienten h,, von ® zu er-
mitteln betrachten wir zunéchst die Spur i als Funktion der h,,. Da diese die trace-
reversed— Version der h,, sind, erhalten wir

Cc—00 -

h=—h & —Thy (6.70)
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und die Storungskoeffizienten h,, lauten somit

— 1 —
huy - h,uV - 5 77,uu
c—00 — 1 _
~ h'uy — 5 7’]'“” hoo . (671)

In einem kartesischen Koordinatensystem wird Gleichung (6.71)) zu

— 1 — 2
hoo =~ hoo — 5 Moo hoo = g@ (6.72)
| 2 .
hii =~ 5 i hoo = @, i€{1,2,3}, (6.73)
c

womit wir schliellich die Koeffizienten der schwach gestorten Minkowskimetrik selbst
angeben konnen:

2
goo = 1+ g@ (6.74)
2 .

Damit erhélt das Linienelement der Allgemeinen Relativitdtstheorie in Newtonscher
Néherung und in kartesischen Koordinaten die Form

3
ds* = (2 +20)df* — Y da”, (6.76)

=1

worin nur die fithrende Ordnung der g;; beriicksichtigt wurde. Die Linearisierung der
Einsteinschen Feldgleichungen fiir schwache Gravitationsfelder hat zu zwei wichtigen
Resultaten gefiihrt. Wir haben gezeigt, dafl die Newtonsche Gravitationstheorie als
Spezialfall nichtrelativistischer schwacher Felder in der Allgemeinen Relativitdtstheo-
rie enthalten ist und konnten somit das in der Uberschrift dieses Abschnittes gesteckte
Ziel erreichen. Dartiberhinaus haben wir festgestellt, daf§ schwache Gravitationsfelder
Losungen einer Wellengleichung sind, weshalb Anderungen in der Energie— Impulsver-
teilung der Metrik mit Lichtgeschwindigkeit mitgeteilt werden. Im Vakuum handelt es
sich bei diesen Schwachfeldlésungen um die von Einstein vorhergesagten Gravitations-
wellen.
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6.3 Die Einstein— Hilbert— Wirkung

Gegen Ende des Jahres 1915 gelang es dem Mathematiker David Hilbert die ,, Geome-
trieseite” der Feldgleichungen aus einem Variationsverfahren abzuleiten. Seine
Publikation fand beinahe zeitgleich mit Einsteins Veroffentlichung statt und fiihrte zu
einer kurzzeitigen Verstimmung zwischen den beiden Wissenschaftlern, welche die sich
abzeichnende Gravitationstheorie zuvor in einem Briefwechsel diskutiert hatten. Trotz
bis heute andauernder Spekulationen hat Hilbert jedoch niemals einen Prioritédtsan-
spruch gegeniiber Einstein geltend gemacht, der nach Auffassung der Mehrheit heutiger
Wissenschaftshistoriker auch nicht haltbar wére. Die Herleitung der Feldgleichungen
aus einem Wirkungsprinzip spielt sowohl bei der Einbettung der Allgemeinen Relati-
vitétstheorie in Fich— oder Stringtheorien als auch bei Quantisierungsansitzen fiir das
Gravitationsfeld eine wichtige Rolle. Bevor wir jedoch dieses Variationsprinzip und die
zugehorige Lagrangedichte vorstellen konnen, miissen wir zunéchst einige technische
Details besprechen. Abgesehen von ein paar ergdnzenden Informationen aus verschie-
denen Internetforen entspricht die folgende Darstellung der einschléigigen Literatur [6]

7.

Die gesuchte Wirkung Sy ist das Integral der noch zu bestimmenden Lagrangedichte
Ly iber einen vierdimensionalen Raum— Zeitbereich W

Su(g) = [Lu(g"@®+a"), g a¥), gla o)), (6.77)

wobei Sy als Funktion der Koeffizienten g¢,, des Metrischen Tensors aufgefafit und
entsprechend variiert wird. Die Lagrangedichte Ly enthélt Ableitungen der g,, nach
den Raum-— Zeitkoordinaten bis zur zweiten Ordnung, welche wir abkiirzend mit '
bzw. ” bezeichnet haben. Wie {iiblich wird die Variation an den Randern des Gebietes
W festgehalten und verschwindet dort. Die Wahl der g, als Variablen hat zur Folge,
daB wir dem Volumenelement d*z besondere Aufmerksamkeit schenken miissen, denn
dieses hiangt auf versteckte Weise ebenfalls von der Metrik ab.

6.3.1 Das vierdimensionale Volumenelement

In Kapitel [3] haben wir die Eigenschaften einer Koordinatenbasis diskutiert, die mit
den Koodinatenlinien mitbewegt wird und sich somit von Punkt zu Punkt &ndert.
Bezeichnen wir die Basisvektoren in einem bestimmten Raum-— Zeitpunkt mit w, und
bedenken, dafl der Ausdruck u,dz" (keine Summation hier) das Linienelement an die
p—te Koordinatenlinie darstellt, dann &8t sich das Volumenelement folgendermaflen
konstruieren:
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(dz')’ = |(w,da* - u,dz")| (6.78)

= [(w,-w, )| (dz’ - da*)? = |gu|(da®---dx*)*.
Auch hier wird in der ersten Zeile nicht automatisch summiert, vielmehr sind ¢ und v
die Indizes von Matrixelementen aus denen die Determinante gebildet wird. Im zweiten

Schritt wurden die Differentiale dx* zeilen— und spaltenweise vor die Determinante
gezogen. Das Volumenelement selbst lautet also

dz* = \/—|g|da"-- - da*, (6.79)

wobei das Minuszeichen unter der Wurzel verhindert, daf§ die durch die Signatur vor-
gegebene negative Determinante der Raum— Zeit— Metrik das Volumenelement ima-
gindr macht. Diese Darstellung des Volumeninhaltes wird auf hiibsche Weise durch
das einfache Beispiel des Flacheninhaltes eines durch die beiden Vektoren a; und a,
aufgespannten Parallelogramms verstandlich. Mit den Bezeichnungen

a;  Lénge von a,

as  Lénge von a,

¢  Winkel zwischen den Vektoren

A Flache des Parallelogramms

kénnen wir diesen Flécheninhalt folgendermaflen schreiben:

A? = <a1a2 Siﬂ((,p))2 = ala’ (1 - COSQ(¢)>
= (a-a)(ay ay) = (a;-ay)* (6.80)
= [(a;-g;)].

Diese leicht nachvollziehbare Rechnung fiithrt uns zu dem in beliebigen Dimensionen
giiltigen Resultat, dafl die aus den Skalarprodukten der Seiten— bzw. Kantenvektoren
gebildete Determinante das Quadrat des Rauminhaltes beschreibt.
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6.3.2 Variation von |g|

Es wird sich herausstellen, daf§ die Variation der Wirkungsfunktion Sy entlang der
Komponenten ¢g"” des inversen Metrischen Tensors praktikabler ist als entlang der
Komponenten g, des Metrischen Tensors selbst. Als Elemente einer inversen Matrix
lassen sich die g"” aus der Determinante und der Adjunkten von g konstruieren:

1 )
g = o Adigln ) (6.81)

Die Adjunkte einer Matrix enthélt diejenigen Unterdeterminanten Mg (u,v), die durch
Streichung der u—ten Zeile und der v—ten Spalte entstehen:

Adjg(,v) = (—1)**Mglp,v) . (6.52)

Die Ableitung der Determinante nach einer bestimmten Komponente lautet somit

0
Oguu

gl = Adjg(p.v) = [g| g™, (6.83)

was leicht einzusehen ist, wenn die Determinante |g| nach der pu—ten Zeile entwickelt
wird. Keine der dabei entstehenden Unterdeterminanten enthélt das Element g, , wel-
ches nur als Vorfaktor eines einzigen Summanden auftritt. Die obenstehende Gleichung
ist fiir beliebige invertierbare Matrizen giiltig, und somit kénnen wir sie auch auf den
inversen Metrischen Tensor anwenden. Hierbei ersetzen wir in (|6.83)

lgl = 1/lg]
9w = 9"

" = gu

und erhalten als Resultat

o 1 1 0 1
dg™ |g| | 6’9’“" | gl 7"
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Wir fassen die Ableitung von |g| nach den Komponenten g,, bzw. ¢** mit Hilfe von
(6.83) und dem rechten Teil von (6.84)) noch einmal zusammen:

0
99 gl = lglg™ (6.85)
uv
0
Slal = —lglgw - (6.86)
OgH

Fiir die Herleitung der Einsteinschen Feldgleichungen aus dem Hilbertschen Varia-
tionsprinzip muf der aus dem Volumenelement d*z stammende Wurzelfaktor y/— |g|
ebenfalls variiert werden. Geschieht diese Variation entlang der Komponenten g¢*”,
entsteht mit Hilfe von der folgende Ausdruck:

1 1 )
oV —lg| = —mﬂm = —§v—|g|guu5g“ : (6.87)

6.3.3 Hilberts Lagrangedichte

Die Lagrangedichte fiir die Einsteinschen Feldgleichungen muf ein relativistisch ko-
varianter Skalar sein, der Ableitungen der g,, nach den Koordinaten bis zur zweiten
Ordnung enthéalt. Die Ableitungen erster Ordnung kénnen in jedem Punkt des Raum—
Zeitkontinuums durch ein frei fallendes Koordinatensystem zum Verschwinden gebracht
werden und sind somit als Trager von Informationen iiber die Raum— Zeitstruktur nicht
ausreichend. Der einzige Skalar ohne Ableitungen hoéherer Ordnung ist die Skalare
Kriimmung R, welche wir noch um ein Glied zur Beriicksichtigung der Kosmologischen
Konstante erweitern. Mit diesem Zusatzterm lautet Hilberts Lagrangedichte

Ly = R+2A. (6.88)

In den zu variierenden Ausdruck geht auch der von der Metrik abhéngige Teil des
Volumenelementes mit ein:

V=191Lu = V—lg| (g“”RWJrzA). (6.89)
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Die Variation von Hilberts Lagrangedichte liefert unter Verwendung der Ergebnisse aus
Abschnitt das folgende Resultat:

5<\/m£H) - _%\/WQW<R+2A>5Q‘“’ + \/me(ggw

+ V—lglg" oR.

1
= V- |g‘ <Rw/ - §gw/R - guuA> 5g;w

+ — gl g 5R/w :

(6.90)

Interessanterweise erscheint in bereits die vollstdndige Geometrieseite der Feld-
gleichungen, weswegen die noch zu betrachtende Variation des Ricci Tensors keinen

weiteren Beitrag zur Gesamtvariation des Wirkungsintegrals (6.77)) liefern darf.

6.3.4 Variation des Ricci Tensors

Um den Ricci Tensor entlang der g"” variieren zu kénnen schreiben wir diesen ausge-
hend von der Definition des Riemann— Christoffelschen Kriimmungstensors ([5.5)) noch
einmal explizit hin:

R,

0 0

0, — 550 + 06,10, — 5,10,

Oxr V¢ oxV

Fiihren wir die Variation durch, erhalten wir

0R,.,

0 . 0
ox" 5F”” v

ol

ore, Iy, + I'g,oly, — oy I, — Iy oI,

a K K K K
%51“”# — FQ“(SFVP + F,{péfﬁu — I 6Fup
i51““ re o1 re ore re ore
oy e + Lol — Lypoliy + Lol
5F§W{ — 6F2My.

(6.91)

(6.92)

(6.93)

(6.94)

Im Schritt (6.93) haben wir nach Umordnung der Terme einen zusétzlichen Beitrag
[, 01", redundant mit positivem und negativem Vorzeichen hinzugefiigt und konn-
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ten damit zwei kovariante Ableitungen vervollstidndigen. Nun iiberschieben wir den
Ausdruck (6.94) mit dem Metrischen Tensor

g,ul/ 5R,ul/ = ,ul/ 5szu [k g,uV 6an, 1%

= (9™ory, — g™ dIy,), (6.95)

. K
= 57.1) EE

wobei wir im zweiten Summand der mittleren Zeile geeignete Umbenennungen der
Summationsindizes vorgenommen haben. Wie man an (6.95) sehen kann, reduziert
sich die Variation des Ricci Tensors auf die Divergenz eines Vektorfeldes dw":

Sur = g oTs, — ¢ ore, . (6.96)

Explizit ausgeschrieben lautet diese Divergenz

K a K
ow" |, = 87511) + I, 0w’ (6.97)

Die hier auftretenden kontrahierten Christoffelsymbole I'} ) lassen sich vereinfachen

1 KA a a a 1 Py (9
kp §g (a Rgp)\"i_ampgﬁ)\_%gﬁp) = 59 @g;{,\, (698)

denn der erste und der dritte Summand heben sich nach Umbenennung der Summati-
onsindizes weg. Die Komponenten ¢ des inversen Metrischen Tensors schreiben wir
nun mit Hilfe von (6.83)) als Funktion der Determinante |g|:

L 119 o 119 1 8

2 |g| 09 v/ — |g| 0z*
Mit dieser Darstellung der Christoffelsymbole lautet die Divergenz (6.97)):

8

511}H|H == |g

:_|(

) (6.100)
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Der gesamte von der Variation des Ricci Tensors abhéingige Ausdruck der Lagrange-
dichte erhélt also die Form

0
—lglg" oR,, = amﬁ(\/—lgww”) : (6.101)

Dieses ist die gewthnliche (nicht kovariante) Divergenz eines Vektorfeldes, welche inner-
halb des Wirkungsintegrals dem Satz von Gaufl entsprechend in ein Integral iiber den
Rand des betrachteten Gebietes W umgewandelt werden kann. Da aber nach Vorausset-
zung die Variation dort verschwindet, triagt der gesamte Ausdruck nicht zur Variation
der Wirkung Sy bei.

6.3.5 Ableitung der Feldgleichungen

Nachdem das Verschwinden des letzten Termes in gesichert ist, konnen wir aus
der Variation der Hilbertwirkung Differentialgleichungen fiir das Feld des Metrischen
Tensors generieren. Hierfiir fordern wir, daf§ die Wirkung Sy der in der Natur reali-
sierten Metrik g, extremal wird:

1
5Sy — / (RW — 5kt - gWA> 59" d'e = 0 (6.102)
w

Diese Bedingung soll fiir beliebige Variationen dg"" gelten, weswegen die Klammer in
(6.102]) verschwinden mu$f:

1
Ruu - EguVR - ngA =0. (6103)

GeméB (6.24) ist die linke Seite von (6.103)) tatsdchlich mit der Geometrieseite der
Einsteinschen Feldgleichungen identisch. In Abwesenheit eines Quelltermes beschreibt
diese Gleichung das Gravitationsfeld des materiefreien Vakuums.

6.3.6 Die Lagrangedichte der Materie

Unser néchstes Ziel ist es, die Einsteinschen Feldgleichungen auch in Anwesenheit von
Materie aus einem Variationsverfahren abzuleiten. Unter Materie verstehen wir ein
System, das ohne Beriicksichtigung der Gravitation einer eigenen Dynamik unterliegt.
Die durch diese Dynamik bestimmten Energie— und Impulsverhéltnisse werden in einem
Energie- Impulstensor T}, protokolliert, der seinerseits als Quelle fiir das Gravitations-

feld agiert. Beispiele solcher Systeme sind Masseverteilungen formuliert als Staub— oder
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Fliissigkeitsmodelle, und auch das Elektromagnetische Feld betrachten wir in diesem
Zusammenhang als ,,Materie*.

Die Dynamik dieser Materiesysteme wird durch Feldgleichungen bestimmt, fiir die sich
Lagrangedichten £y (g", %) finden lassen. Die ¢* sind dynamische Variablen wie z.B.
die Komponenten A, des Viererpotentials im Falle des Elektromagnetischen Feldes.

Extremalisiert man das zur Lagrangedichte £;; gehorige Wirkungsintegral

"
Sy = /EM <q“, ai) diz (6.104)
w

oxr

durch Variation entlang der dynamischen Variablen ¢/, erhélt man die Bewegungsglei-
chungen fiir das betreffende Feld.

Neben den Feldgleichungen kann auch der Energie— Impulstensor 7}, durch Variation
von Sy bestimmt werden. Eine detaillierte Darstellung des Zusammenhangs zwischen
der Lagrangedichte und dem Energie— Impulstensor wiirde den Rahmen dieses Ab-
schnitts in einer Art und Weise sprengen, dafl wir stattdessen auf die Standardliteratur
und dort insbesondere auf [6] verweisen méchten. Dartiberhinaus stellen wir die Kon-
struktion von T/ in einer Liste von Handlungsanweisungen vor:

— Autbau der Lagrangedichte Ly;:

Die Lagrangedichte L), eines Materiefeldes wird allgemein kovariant formuliert,
d.h. £3; mufl wie in der Speziellen Relativitdtstheorie iiblich aus Vierertenso-
ren aufgebaut sein. Anschliefend werden partielle durch kovariante Ableitungen
ersetzt und samtliche Abhingigkeiten von der Metrik in Skalarprodukten, Uber-
schiebungen und herauf- bzw. heruntergezogenen Indizes explizit ausgeschrieben.
Im Zusammenhang mit den Einsteinschen Feldgleichungen erweisen sich die Kom-
ponenten g"” des inversen Metrischen Tensors als besonders praktikabel, weswe-
gen wir die Lagrangedichte £, als Funktion der folgenden Variablen auffassen:

oq" gt
— po 24w 2T
,CM »CM (q s a.iljp’ g, axp) . (6105)

— Variation von Ly, entlang der g¢":

Durch diese Operation werden Feldgleichungen generiert, welche die Dynamik
der untersuchten Materieart festlegen. Es handelt sich um die Euler— Lagrange-
schen Gleichungen, deren Losungen das Wirkungsintegral extremalisieren.
Ublicherweise legen die bereits als Naturgesetze bekannten Feldgleichungen die
Lagrangedichte £); {iberhaupt erst fest.
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— Variation von Ly, entlang der g"”:

Nach Durchfiihrung dieser Operation konnen wir den Energie- Impulstensor 77,
im Integranden der Variation des Wirkungsintegrals ablesen:

1
08u =i 5 / Ty, 6g"d'a . (6.106)
w

Der Faktor 1/c ersetzt im Volumenelement die Koordinate dz® durch die Zeit ¢,
wodurch T3}, die Dimension einer Energiedichte erhdlt. Durch den Vergleich mit
anderen Methoden zur Berechnung von 7T})) wird der Faktor 1/2 plausibel, siehe
z.B. [6]. Der so generierte Energie— Impulstensor braucht nicht mehr symmetri-
siert zu werden weil er bereits symmetrisch ist. Die Lagrangedichte £,; gehorcht

der zu (6.106)) dquivalenten Gleichung

1
5(V=lal £ar) = o/~ lg] To% 59 (6.107)

2c

Bei der Variation des Wirkungsintegrals oder der Lagrangedichte mufl der von der Me-
trik abhéingige Teil \/— |g| des Volumenelementes d*x mitvariiert werden. Da dieser als
Bestandteil des invarianten Volumenelementes gewissermaflen unsichtbar ist, zieht man
ihn gelegentlich aus dem Volumenelement heraus und teilt ihn dem Integranden des
Wirkungsintegrals zu. Bei dieser Operation verlieren sowohl der Integrand als auch das
Volumenelement ihren Tensorcharakter als Koeffizient bzw. Basiselement einer 4—Form
des Raum— Zeitkontinuums [3]. Dem allgemeinen Sprachgebrauch folgend bezeichnet
man den so verinderten Integranden als Tensordichte vom Gewicht 1 wie z.B. die
Tensordichte T;w des Energie— Impulstensors

T =/~ lg| T - (6.108)

Die sonstigen Invarianzeigenschaften wie z.B. der Charakter eines symmetrischen Ten-
sors zweiter Stufe im Falle von bleiben durch diese Konvention unangetastet.
Interessanterweise ist 7}, selbst eine physikalische Dichte, deren durch den Bezug auf
das Volumen hervorgerufene Abhingigkeit von der Metrik in der Tensordichte T;w auf-
gehoben wird.

Bei der Ableitung der Geometrieseite der Einsteinschen Feldgleichungen wurde das
Hilbertsche Wirkungsintegral Sy wie die Wirkung Sy, in entlang der Variablen
g”¥ variiert. Damit besteht die Mdoglichkeit, die Wirkungen von Materie und Raum-—
Zeit zusammenzufassen und so die kompletten Einsteinschen Feldgleichungen aus einem
gemeinsamen Variationsprinzip abzuleiten. Zu diesem Zweck passen wir die Dimension
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und das Vorzeichen von Hilberts Lagrangedichte Ly an £, an und definieren

1 ) _
L, = — Son Ly (g fiir ,Metrik®) (6.109)
Lrp = L,+ Ly (E fur ,Einsteinsche Feldgleichungen®). (6.110)

Variation und Extremalisierung des zu Lg gehorigen Wirkungsintegrals Sg ergibt

1
0Sp = ——08y + 65y
2ck

2k 2 2
w

_ /[ L (RW R gWA> n iT;;] 5g d'z = 0, (6.111)

worin wir die Resultate ((6.102) und (6.106|) fiir 6.5y und 0S5y, verwendet haben. Weil
diese Beziehung fiir beliebige Variationen d¢g" gelten soll, fithrt das Verschwinden der

eckigen Klammer direkt zu den Feldgleichungen ((6.24]) des Gravitationsfeldes mit Ma-
terie:

1 1 1
R L O R
1 M
R, — 3 gl — guh = kT, . (6.112)
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7 Losung der Feldgleichungen

Die Komplexitit des gekoppelten Systems von 10 nichlinearen Differential-
gleichungen lief die Suche nach exakten Losungen zunéchst aussichtslos erscheinen.
Tatséchlich glaubte Einstein nach der Veroffentlichung seiner Allgemeinen Relativitéts-
theorie, daf er Zeit seines Lebens keine exakte Losung dieser Gleichungen zu Gesicht be-
kommen wiirde. Kurze Zeit spéter wurde er jedoch durch Karl Schwarzschilds Arbeiten
eines Besseren belehrt. Die wenigen bisher bekannten exakten Losungen bestimmen die
g allerdings nicht tiber das allgemeine Anfangs— Randwertproblem der Feldgleichun-
gen sondern verwenden stattdessen fiir die Metrik einen Ansatz mit hoher Symmetrie,
in welchem die Feldgleichungen nur wenige Parameter festlegen miissen. Bemerkens-
werterweise lassen sich zwei physikalisch interessante Situationen mit solchen Ansétzen
erfassen, ndmlich das durch die Schwarzschildmetrik beschriebene kugelsymmetrische
statische Feld einer Punktmasse und das homogene isotrope Universum, welches im
Rahmen des Modells von Friedmann und Lemaitre behandelt wird.

Der Metrische Tensor ist in beiden Modellen diagonal und besteht nur aus vier nicht-
verschwindenden Elementen. Aus diesem Grund vermeidet man in der Literatur die
Angabe der vollstdndigen Matrix der g,, und begniigt sich stattdessen mit dem Qua-
drat des Linienelementes

ds® = g, da"dz" . (7.1)

7.1 Die Schwarzschildmetrik

Karl Schwarzschild war ein deutscher Astronom, der an verschiedenen Sternwarten tétig
war und sich mit der photographischen Vermessung stellarer Objekte beschéftigte. Im
Ersten Weltkrieg diente er freiwillig und unterstiitzte die Erstellung verbesserter Schief3-
tabellen, indem er den Effekt des Seitenwindes auf ballistische Trajektorien studierte.
Wiihrend er in Ruflland stationiert war verfaite er zwei Arbeiten [9] [I0], in denen er
Einstein mit einer exakten Losung seiner erst ein knappes Jahr zuvor veroffentlich-
ten Feldgleichungen iiberraschte. Beide Arbeiten behandeln eine statische, begrenzte
und kugelsymmetrische Massenverteilung in einem ansonsten leeren Universum, das
im Unendlichen die Eigenschaften des flachen Minkowskiraumes annimmt.

7.1.1 Der radialsymmetrische statische Ansatz

Die Festlegung von Begriffen wie ,gleichzeitig®, ,statisch® oder ,radialsymmetrisch®
ist in der Allgemeinen Relativitétstheorie ein ungewohnt umsténdlicher Prozef}, da sich
solche Definitionen aufgrund der allgemeinen Kovarianz nicht auf ein einzelnes zufillig
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gewdhltes Koordinatensystem beziehen diirfen. Sie beschreiben vielmehr Symmetrien
und Invarianzeigenschaften des betrachteten Raumes und sollten wenn moglich ko-
ordinatenfrei formuliert werden. Aus den dann noch erlaubten Koordinatensystemen
kann schliellich das fiir die Rechnung giinstigste herausgegriffen werden. Unter diesem
Aspekt lautet eine angemessene Formulierung dieser Begriffe

— Gleichzeitig:
Fiir das gekriimmte Raum— Zeitkontinuum existiert kein globales Inertialsystem,
in welchem sich ein Kriterium fiir Gleichzeitigkeit etablieren liele. Nach Wahl
eines Referenzereignisses und einem dort lokal giiltigen Inertialsystem zerlegt
dessen Zeitkoordinate 2° das Raum— Zeitkontinuum in einen Stapel dreidimensio-
naler raumartiger Folien. Die Abfolge dieser Folien wird durch z° parametrisiert,
wobei eine solche Folie als Zusammenfassung aller zum Referenzereignis raumar-
tigen und somit potentiell gleichzeitigen Ereignissen interpretiert werden kann.
Man nennt dieses Verfahren die 3 + 1 — Zerlegung der vierdimensionalen

Raumzeit.
— Statisch:
Wir beschrinken uns auf Metriken mit einem zeitunabhéangigen Metrischen Ten-
SOT Gy
0

Der Bezug auf das jeweilige Koordinatensystem ist hier nicht zu vermeiden. Die
Einschrankung (7.2)) an die Metrik unterbindet auch Transformationen auf expizit
zeitabhéngige Koordinaten.

— Radialsymmetrisch:

Durch die Forderung der Radialsymmetrie wird in den dreidimensionalen raum-
artigen Folien ein besonderer Punkt als Zentrum dieser Symmetrie ausgezeich-
net. Damit sind diese Folien zwar nicht homogen aber vom Symmetriezentrum
aus betrachtet isotrop, und die Ortsabhéngigkeit der Metrik beschréinkt sich
zwangslaufig auf die radiale Richtung. Als eigentiimliche Konsequenz dieser glo-
balen Einschrinkung an die Struktur des Raumes 148t sich ein Punkt innerhalb
der raumartigen Folien wieder durch einen Ortsvektor x darstellen. Damit die Ra-
dialsymmetrie auch unter einem Wechsel des Koordinatensystems erhalten bleibt,
darf die Metrik nur die Dreierskalare (x -z ), (dz - dz) und (z - dz ) enthalten,
denn deren Invarianzeigenschaften garantieren die Beibehaltung einer einmal im-
plementierten Symmetrie. Die obenstehenden Skalarprodukte werden mit Hilfe
der rdumlichen Komponenten g;; der Metrik gebildet, i = {1, 2, 3}.
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Wir bestimmen nun die g, durch Festlegung der oben eingefiihrten Skalarprodukte:

(z-z) = C(r) (7.3)
(dz-dx) =: D(r)dr? (7.4)
(x-dzx) =: E(r)dr. (7.5)

Damit lautet das allgemeine statische und radialsymmetrische Linienelement

ds* = F(r)(dz®)* — 2E(r)da"dr — D(r)dr* — --- (7.6)

— C(r) (sin*(9) dp® + dv?).

Dieses Linienelement bringen wir durch zwei Koordinatentransformationen in die iibli-
cherweise verwendete Standardform. Durch geschickte Wahl eines von r abhingigen
Zeitnullpunktes verschwindet das gemischte Glied in ([7.6)):

E(r)

dz’ = di°
x x +F(r)

dr (7.7)

is? = F(r)(di)? — <D(r) + im) ar? — ... (7.8)
— C(r) (sin®(¥) dp* + dv?).

Schliefflich skalieren wir die radiale Koordinate r dergestalt um, dafl wir den Koeffizien-
ten C(r) im Quadrat einer Variablen 7 absorbieren. Die hierbei auftretende Ableitung
nach r bezeichnen wir mit einem Strich:

2 _ e joz_4c(f) 7 E2(r) 2
ds* = F(7)(dz") o) (D( )+ 36 ) d (7.10)
— 7 (sin*(9) dp® + dv?).

Den Standardausdruck fiir die Schwarzschildmetrik erhalten wir, indem wir abkiirzende
Bezeichnungen fiir die obenstehenden Koeffizienten einfiithren [2] [7]:

ds* = B(F) 2dt* — A(F)di* — 7 (sin®(9) dp* + dv*). (7.11)
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Dieser Ansatz mufl nach Berechnung der Koeffizienten auf Plausibilitdt iiberpriift wer-
den, denn nur wenn sowohl A(7) als auch B(7) positiv sind, konnen 7 als Orts— und

t als Zeitkoordinate aufgefa8t werden. Aus dem Linienelement (7.11)) lassen sich die
Komponenten des Metrischen Tensors ablesen:

1 _

g = ﬁ = B(7)c (7.12)
1
1

Jop = gW = —f2SiIl2(’l9) (714)
1 -2

oo = P 7. (7.15)

Die scheinbar gewohnte Form des Raumwinkelbeitrages in ([7.11)) verleitet dazu, die
radiale Koordinate als Radius der betreffenden Kugelschale zu misinterpretieren. Die
Oberfliche der durch 7 bezeichneten Kugelschale lautet zwar tatséchlich

O (7) = 472, (7.16)

jedoch hat 7 nicht die Bedeutung eines Radius. Der Abstand R des Koordinatenur-
sprungs zur Kugeloberfliche kann erst mit Hilfe der Metrik angegeben werden:

R = /\/A(T’) dr'. (7.17)

7.1.2 Berechnung der Christoffelsymbole

Am einfachsten lassen sich die Christoffelsymbole fiir die Schwarzschildmetrik aus der
Lagrangefunktion L, eines freien Teilchens ermitteln. Diese erhalten wir, indem wir
das Linienelement entlang einer Kurve auswerten. Zu diesem Zweck fassen wir
die Koordinaten als Funktionen eines Kurvenparameters A auf:

Z?: E(A)ﬂ T = f<)‘)7 Y= 90()‘)7 U= 190‘)
s_dt . AP dp Y
“av T av YT aw A
L, = B(F) — A(R) i — <sin2(19) o + 192). (7.18)
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Fiir die Euler— Lagrangeschen Gleichungen benétigen wir die Ableitungen der Lagran-
gefunktion nach den Koordinaten und deren ,, Geschwindigkeiten®:

OLy _ op 2 oLy _, (7.19)
oi ot

% — _9oAf % Bl - A 2 <sin2(19) o2 4 192> (7.20)
%—fbp = —2/sin?(0) ¢ %—L; =0 (7.21)
% = —27%) % = — 272 sin(v) cos(¥9) @2 . (7.22)

Die Ableitung 0/07 nach der Radialkoordinate wurde in den obenstehenden Aus-
driicken mit " abgekiirzt. Da die Koeffizienten A(7) und B(7) nur von dieser Koordinate
abhéngen, ist diese Bezeichnung eindeutig. Die Euler— Lagrangeschen Gleichungen

d (0L,\ 0L,

lauten fiir die Schwarzschildmetrik

3 B .

t —tr = 24

+ 3 0 (7.24)

1B 2 1A 1, o\

r+2Act+2Ar—Ar<sm(z9)gp +19>—() (7.25)
1. .

b+ 27 + 2 cot(¥) gl = 0 (7.26)
T

. 1..

Y+ 2=79 — sin() cos(¥) p* = 0. (7.27)

r
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Aus diesen Gleichungen lassen sich die Christoffelsymbole direkt ablesen:

P 1 B
|

tr 2 B

- 1B : 1A ; 1 7 L

5525202 Pﬁ: 252 Fvw_—zTSID2(19) ]._‘1919——27‘

1

Iy, = = ['%y = cot(d) (7.28)
ro 2 Y = — sin(v W

o= oy = — sin(J) cos(¥) .

7.1.3 Berechnung des Ricci— und des Einsteintensors

Statt im Voraus alle zwanzig wesentlichen Komponenten des Riemann— Christoffelschen
Kriimmungstensors

K 9 K d K K A K A
R vpo %FJV - %Fpu + Fp)\FJV - FU)\ Fpu (729)

anzugeben sollten wir bedenken, daf§ wir nur am Ricci Tensor interessiert sind und
uns daher auf die hierfiir notwendigen Komponenten beschréinken kénnen. Aufgrund
der hohen Symmetrie, der Zeitunabhéngigkeit und der daran angepafiten Wahl des
Koordinatensystems verschwinden bei der Schwarzschildmetrik sdmtliche Nichtdiago-
nalelemente des Ricci Tensors. Damit ist es vollkommen ausreichend, nur die zwolf
Komponenten des Riemann— Christoffelschen Kriimmungstensors bereitzustellen, die
in den Diagonalelementen des Ricci Tensors vorkommen:

Ri = Ry + R, + Ry (7.30)
Ry = R + R% . + Ry (7.31)
Ry = R + R, + R, (7.32)
Ryg = R'ysy + Ryry + R - (7.33)

Wir berechnen nun diese Komponenten des Kriimmungstensors mit Hilfe der Christof-
felsymbole ([7.28]):
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Komponente Ry:

3 9 FoE R
Ry = 20 + el — 1 I
L(0 (B 1A4B 1B\ ,
= | =(— —— = = c
2\0r \ A 2 A? 2AB
7 1 B,
R = Toly = 5= —5¢
. 1 B
1 9 7
R = Tyl = ﬁZCQ
Komponente Rj;::
T 9F T lgie — g
_ 1o (B 14B 1/B\?
- 20F\ B 4 AB 4\ B
0 . 1 A
o= —=—TY 4TI —I¥?2 =
R rer alf wr _|_ @r Tr rY 2/": A
0 . 1 A
RV, = ——=—IY% +T9I% —1%2%2=
TOT OF 97 + 97 - 7T 79 2% A
Komponente R,,:
F g 7 1 B/ - .
Rtsofw = LT, = ~3 BAT‘SID2(19)

7 9 FopF 7 LA,
R, = ﬁrw + T5T5, — 10, F;f(p =5 Frsm ()
R’ _ O e pepe - (o g

wﬁw_%<w+ IS T T op T do T A sin” (1)
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Komponente Ryy:

; i 1 B
7 J PR 7 1A
Ry = %Fﬁﬁ + LT, — Ty Ty = >e" (7.44)
re, = ~Zpe ppepr _per_q_ L (7.45)
Y 819 0] or — 99 0] A . .

Diese zwolf Komponenten des Kriimmungstensors setzen sich folgendermafien zu den
Diagonalelementen des Ricci Tensors zusammen:

e (515050 +15)0
R L RS LIC SR ITEE
Ry, = (—2%(%—%) +1—%> sin?(")) (7.48)
Ryy = —2%(%—%)4&—%. (7.49)

Es ist in der Literatur nicht iiblich, die Skalare Kriimmung oder den Einsteintensor
fiir die Schwarzschildmetrik anzugeben, da fiir gewohnlich die Losung der Vakuum-
gleichungen untersucht wird. Mit 7},, = 0 verschwindet n&mlich zufolge die
Skalare Kriimmung und der Einsteintensor unterscheidet sich nicht vom Ricci Tensor.
Da dieser Text jedoch als Einfithrung in die Allgemeine Relativitédtstheorie ausgelegt
ist und die Diskussion der Schwarzschildlosung als Beispiel fiir die Konstruktion einer
exakten Losung der Einsteinschen Feldgleichungen dienen soll, verfahren wir auch wei-
terhin ,,streng nach Vorschrift“. Die Kenntnis des Einsteintensors bietet dariiberhinaus
die Moglichkeit, das Gravitationsfeld auch innerhalb einer radialsymmetrischen Mate-
rieverteilung zu studieren. Die Skalare Kriimmung ist als die Spur des Ricci Tensors
definiert und lautet im Fall der Schwarzschildmetrik

R = gﬁREE + gﬁ:RFf + Q%DR@@ + gﬂﬁRﬁﬁ

_B" 1B B’+A’ +21 B A +2 1_1 (7.50)
~ BA 2BA\B A FA\B A 72\ A ' '
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Die zur Berechnung der Skalaren Kriimmung benotigten Koeffizienten g des inversen
Metrischen Tensors wurden den Gleichungen ([7.12)) — ([7.15) entnommen. Die Kenntnis
von R ermoglicht die Berechnung des Einsteintensors

1
G = Ry — §gWR, (7.51)

der wie der Ricci Tensor und die Metrik ebenfalls Diagonalgestalt besitzt:

G = (%%A’ - B%(% — 1)) ? (7.52)
G = %’% + %(1 . A) (7.53)
o () (5w
o (BB D)

7.1.4 Losung der Feldgleichungen

Wir gehen davon aus, dal eine Massenverteilung um 7 = 0 fiir das hier untersuchte
radialsymmetrische Gravitationsfeld verantwortlich ist. Wir wollen dieses Feld im Au-
Benbereich dieser Massen studieren und miissen daher die Vakuum— Feldgleichungen
mit 7, = 0 lésen:

G = 0. (7.56)

Aus den Diagonalelementen des Einsteintensors ((7.52) — (7.55)) lassen sich zunéchst
drei Differentialgleichungen fiir A(7) und B(7) bilden:

FA 4+ A(A—1) =0 (7.57)
B+ B(1—-A) =0 (7.58)
o (B A B A\

2rB —rB<B+A> +2B(B—A> =0. (7.59)
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Die hierfiir notwendigen Umformungen setzen voraus dafl 7, A(7) und B(7) nicht iden-
tisch verschwinden. Dieses System von Differentialgleichungen ist nicht iiberbestimmt,
denn die dritte Gleichung folgt aus den beiden anderen. Damit werden die Grofien
A(7) und B(7) tatsichlich nur durch zwei Differentialgleichungen festgelegt, die sich in
die folgende Form bringen lassen:

FA + A(A—1) =0 (7.60)

BA + AB' = 0. (7.61)

Wir verwenden zunéchst die zweite Gleichung, um den Koeffizient B als Funktion von
A auszudriicken

) , dB
B = BA(F), B = A, (7.62)

wodurch Gleichung ((7.61)) zu einer separablen Differentialgleichung fiir B(A) wird:

1 dB 1
Durch Integration beider Seiten erhalten wir als Losung
C1
B =2 7.64
: (7.64)

mit der Integrationskonstanten ¢;. Die erste Gleichung ((7.60)) ist ebenfalls eine separable
Differentialgleichung fiir die Funktion A(7):

1 1 1
- — —— A = = :
(A A-— 1) T (7.65)
Die Integration dieser Gleichung fiihrt auf die Losung
A T Co -1
a4 T A — (1 _ _> .
A1 e 7 (7.66)

mit einer weiteren Integratonskonstanten cy. Das Linienelement der Schwarzschildme-
trik bekommt damit die folgende Form:

as* = er (1= 2) i~ (1- 072)_1(17:2 — P (sin?(9) dg? + di?). (7.67)

T r
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7.1.5 Vergleich mit dem Newtonschen Grenzfall

Das im letzten Abschnitt hergeleitete Linienelement der Schwarzschildmetrik enthélt
noch die beiden Integrationskonstanten c¢; und ¢y, die wir nun durch Vergleich mit dem
klassischen Gravitationsfeld bestimmen wollen. Da die Wirkung der um den Koor-
dinatenursprung konzentrierten gravitierenden Massen im Unendlichen verschwindet,
geht die Metrik dort in die Minkowskimetrik {iber, und die noch vorhandenen geringen
Abweichungen vom flachen Raum— Zeitkontinuum kénnen durch das klassische Gravi-
tationspotential einer Punktmasse beschrieben werden. In Abschnitt hatten wir
bereits das Linienelement des schwachen Gravitationsfeldes mit dem Newton-
schen Potential in Verbindung bringen kénnen:

ds* = (¢ +20)dt* — dr* — r*(sin®(9) dp* + dv°) (7.68)
M
o — _ GT ' (7.69)

Den raumlichen Anteil des Linienelementes haben wir hier in Kugelkoordinaten ausge-
driickt und die Gesamtmasse im Zentrum mit M bezeichnet. Desweiteren vermuten wir,
daf die Koordinate 7 im Fernfeldbereich in den gewohnten radialen Abstand r {ibergeht.
Die Koordinate £ ist die von uns gewihlte Zeitvariable, so da wir die beiden Integrati-
onskonstanten durch den Vergleich der Komponente g; mit der Schwachfeldndherung

(7.68) bestimmen kénnen:

c GM
gii = 01(1—?2> ¢ = 02—27 (7.70)
o =1 (7.71)
GM
o o= 275 (7.72)

Die beiden Komponenten g;; und g7 lauten somit
GM 2 GM\™
g = ¢ —2— g7 = — ( - ——) : (7.73)

Anhand dieser Ausdriicke kénnen wir nachvollziehen, daf gz fiir grofle 7 wegen

F—00 QGM c—00
g A -1 - 22 X (7.74)

2 7
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mit dem Linienelement in nichtrelativistischer Niaherung vertriglich ist und daf
die Koordinate 7 tatsiachlich zum gewohnlichen radialen Abstand wird. Nach der Fest-
legung der Integrationskonstanten kénnen wir nun die endgiiltige Form des Linienele-
mentes fiir die Schwarzschildmetrik angeben:

GM 2 GM\ ™!

ds® = <02 -2 ) dt* — ( - ) di? — 7 (sin®(9) dp* + dv®). (7.75)
T 2 r

Fassen wir noch einmal die Voraussetzungen zusammen, unter denen die Schwarz-

schildlosung hergeleitet wurde:

— Die Raumzeit sowie die gravitierende Quelle im Zentrum 7 = 0 sind radialsym-
metrisch.

— Die Schwarzschildlosung geht fiir 7 — oo in die flache Minkowskimetrik iiber und
ist im Fernfeldbereich mit dem Newtonschen Gravitationspotential einer Punkt-
masse M vertriglich.

— Die gravitierende Massenverteilung und die daraus resultierende Raumzeit sind
statisch.

Interessanterweise kann die letzte Voraussetzung durch die Hinzunahme zeitabhéngiger
Massenverteilungen abgeschwicht werden, wodurch sich die Schwarzschildlésung als die
einzig mogliche Raumzeit im Auflenbereich einer beliebigen statischen oder zeitabhéngi-
gen radialsymmetrischen Gravitationsquelle herausstellt. Diese Aussage von George
David Birkhoff [12] aus dem Jahr 1923 trégt den Namen Birkhoff— Theorem und ist
die allgemeinrelativistische Verallgemeinerung jenes Satzes der klassischen Mechanik,
demzufolge eine beliebige radialsymmetrische Massenverteilung im Auflenbereich das
Gravitationsfeld einer Punktmasse erzeugt.

7.1.6 Interpretation der Schwarzschildmetrik

Die Aneignung eines fundierten Versténdnisses fiir die Physik der Schwarzschildmetrik
ist alles andere als trivial, und tatséchlich hat sich die heutzutage allgemein akzeptierte
Interpretation des ,,Schwarzen Loches® erst zu Beginn der Sechziger Jahre durchge-
setzt. Eine Physikergeneration zuvor favorisierte man stattdessen das Bild des ,, Frozen
Star®, eines Objektes, in dem sdmtliche Prozesse bis zur Unendlichkeit verlangsamt
sind. Diese Interpretation der Schwarzschildmetrik wurde durch die Arbeit [II] von
J. Robert Oppenheimer und Hartland S. Snyder aus dem Jahr 1939 populér, in welcher
die Entstehung eines Neutronensterns durch den Kollaps einer groffen ausgebrannten
Sonne untersucht wurde. Oppenheimer und Snyder zeigten, dafl diese Sternenimplosi-
on sich in den Augen eines auflenstehenden Beobachters zunehmend verlangsamt und
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schliellich zum Stillstand kommt, weswegen die Vorstellung eines ,, Frozen Star® durch-
aus naheliegt. Dieses Verhalten 148t sich aus der Form der beiden Koeffizienten g; und
g7 ablesen:

GM
g = ¢ —2 F (7.76)
2 GM\!
e = - _ 707
o = (1-2%) (7.77)
Beide Koeffizienten wechseln im Punkt
N GM
7 = Rg := 2 2 (7.78)

das Vorzeichen, wobei g;; eine Nullstelle und g5 einen Pol durchlauft. Der Ausdruck
Rg wird als Schwarzschildradius bezeichnet, obwohl es sich strenggenommen weder
um einen Radius noch iiberhaupt um einen Abstand handelt, vgl. (7.17)). Betrachten

wir das Eigenzeitelement dr
ds* = c*dr? (7.79)

eines in Bezug zum Gravitationszentrum ruhenden Beobachters mit dr = dy = dv = 0,
dann lautet d7 im Bereich 7 > Rg auflerhalb des Schwarzschildradius

1 ~ / 2GM -

Man erkennt, dafi die Schwarzschildmetrik fiir grofie Entfernungen in die Minkowskime-
trik iibergeht, in welcher die Koordinate £ wegen dr = dt zur Eigenzeit eines dort ruhen-
den Beobachters wird. Mit zunehmender Ndhe zum Schwarzschildradius entspricht das
Eigenzeitintervall dr immer groSeren Zeitraumen df des weit entfernten Beobachters,
bis schlieSlich in Rg selbst das Intervall df unendlich grof wird. Der weit entfernte Be-
obachter kann somit am Schwarzschildradius keine Dynamik mehr feststellen, da er fiir
jede dort stattfindende Verdnderung unendlich lange warten mufl. Gleichzeitig diver-
giert die Komponente gz und beweist, dafl im Schwarzschildradius das hier verwendete
Koordinatensystem seine Giiltigkeit verliert. Da Signale vom Schwarzschildradius den
Beobachter erst nach unendlich langer Zeit erreichen, bildet die Kugelschale r = Rg
einen Ereignishorizont, der das Innengebiet 7 < Rg von den auflerhalb des Schwarz-
schildradius lebenden Beobachtern kausal trennt.

Denkt man genauer iiber das Erscheinungsbild nach, welches ein kollabierendes Objekt
beim Erreichen des Schwarzschildradius einem entfernten Beobachter bietet, erkennt
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man, dafl die Vorstellung des Frozen Star irrefithrend ist [22]. In zunehmender Néhe
zum Schwarzschildradius emittiertes Licht erreicht den Beobachter aufgrund der oben
angesprochenen Zeitdilatation merklich rotverschoben zunéchst als Infrarotstrahlung
und spéter als Radiowellen. Schliellich werden die Frequenzen des Lichtes so klein,
daB die mit ihm iibertragenen Informationen vom Empféinger nicht mehr ausgewertet
werden konnen. Im Photonenbild ist die Situation dhnlich, da der Photonenflufl vom
Objekt zum Beobachter kontinuierlich abnimmt und irgendwann das letzte Photon
auBerhalb des Schwarzschildradius ausgesandt wird. Auf oder innerhalb von Rg emit-
tierte Photonen kénnen den Beobachter nicht mehr erreichen. Dieser sieht also nicht
eine am Schwarzschildradius eingefrorene Implosion sondern vielmehr ein zunehmend
rotverschobenes und schwécher werdendes Bild des Sternes, das schliellich nach end-
licher Zeit und der Aussendung eines letzten Photons verschwindet. John Archibald
Wheeler hatte zu Beginn der Sechziger Jahre fiir ein solches bis zur Grenze seines
Schwarzschildradius kollabiertes Objekt die Bezeichung Schwarzes Loch eingefiihrt,
da es keine Informationen nach auflen mehr versendet.

Im Innenbereich des Schwarzschildradius veréndert sich die Metrik auf radiakale
Weise, indem die Koeffizienten gz und g7 das Vorzeichen wechseln. Die Zeit ¢ erhéls
damit den Charakter einer Ortskoordinate, wihrend 7 zu einer Zeitkoordinate wird.
Die suggestive Umbenennung

Fo=: c (7.81)
z = ct (7.82)

hebt diesen Wechsel besonders hervor und eignet sich fiir eine Gegeniiberstellung der
Metrik aulerhalb und innerhalb von Rg:

Fir 7 > Rg:

R Rg\ ™!
ds® = (1 - TS) Adi2 — (1 - TS) di? — 7 (sin(9) dp? + dv?) (7.83)
Fir 7 < Rg:

-1
ds* = (R; - 1) Adt? — <R§ - 1> dz* — t? (sin®(9) dp® + dv?) . (7.84)
c c
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Aus der Form ((7.84)) der inneren Schwarzschildlosung lassen sich iiberraschende Schlufl-

folgerungen ziehen:

— Offensichtlich ist die Schwarzschildlésung nur im Auflenbereich statisch. Inner-
halb des Schwarzschildradius bekommt die radiale Koordinate den Charakter
einer Zeit und die Metrik wird somit explizit zeitabhéngig.

— Jedes den Schwarzschildradius von auflien erreichende Objekt hat eine negative
radiale Geschwindigkeit. Dieses Schrumpfen von 7 l&8t sich anschlieBend nicht
mehr aufhalten, da es nun zu einer Art Zeitablauf und somit unumkehrbar ge-
worden ist. Das Erreichen der Singularitit im Zentrum wird auf diese Weise ge-
nauso unvermeidbar wie der Anbruch des néchsten Tages fiir den auflerhalb des
Schwarzen Loches stationierten Beobachter. Aufgrund der festgelegten Richtung
des Zeitablaufes kann nichts das Schwarze Loch wieder verlassen.

— L&aBt man im Innenraum eines Schwarzen Loches einen umgekehrten Zeitflul
zu, erreicht jedes dort vorhandene Objekt zwangsldufig den Schwarzschildradius
und wird emittiert. Ein solches zeitumgekehrtes Schwarzes Loch wird als Wei-
es Loch bezeichnet. Das Problem Weiler Locher ist, dafl sie sich gar nicht
erst formieren konnen, da sie alles sofort wieder ausstoflen. In diesem Fall verhin-
dert die Nichtumkehrbarkeit des Zeitablaufes das Eindringen von Materie. Fiigen
wir mangels Alternativen dem hypothetischen Weiflen Loch einen spekulativen
Fiitterungsmechanismus aus dem Zentrum eines Schwarzen Loches hinzu, erhal-
ten wir ein Wurmloch, welches demzufolge durch die Verbindung der Zentren
eines Schwarzen und eines Weilen Loches entsteht.

Die oben angegebenen Formen ([7.83)) und der Schwarzschildmetrik lassen zu-
néchst offen, ob die Singularitét des Koeffizienten g7z bzw. g;; in der Nahe des Schwarz-
schildradius einen Bruch des Raum— Zeitkontinuums oder nur eine Besonderheit des
verwendeten Koordinatensystems darstellt. Beriicksichtigt man jedoch auch das Ver-
halten von Tensorgroflen wie der Skalaren Kriimmung an dieser Stelle, dann ist keine
Singularitdt des Raum— Zeitkontinuums zu erkennen. So verschwindet beispielsweise
die Skalare Kriitmmung mit R = 0 sowohl im Innen— und im Auflenbereich als auch im
Schwarzschildradius selbst. Tatséchlich ist das singuldre Verhalten des Koeffizienten
g7 ein Artefakt der hier verwendeten Koordinaten, in denen ein stationirer Beobach-
ter des Schwarzen Loches ruht. Andere Klassen von Koordinatensystemen zeigen diese
Singularitéit nicht, da sie Ort und Zeit in geeigneter Weise miteinander kombinieren. In
ihnen l&8t sich nachvollziehen, dafl der Fall in die zentrale Singularitét fiir das fallende
Objekt selbst nur endliche Zeit dauert. Beispiele fiir solche partiell mitbewegten Ko-
ordinatensysteme sind die Eddington— Finkelstein— oder die Kruskal— Szekeres
Koordinaten, die wir hier nur namentlich erwéhnen und nicht im Detail vorstellen wol-
len. Die Singularitdt im Schwarzschildradius ist also am ehesten mit der Ungiiltigkeit
von Kugelkoordinaten in den Polen zu vergleichen.
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Es wiére allerdings ein Fehler anzunehmen, diese Singularitéit sei ohne Bedeutung, nur
weil sie in gewissen besser gewéhlten Koordinatensystemen nicht auftritt. Die freie
Wahl des Koordinatensystems besteht zwar auf dem Papier, aber ein irdisches Observa-
torium fallt nicht in das beobachtete Schwarze Loch. Es ist stattdessen an die Schwarz-
schildkoordinaten gebunden, in denen der Ereignishorizont im Schwarzschildradius ein
reales und nicht zu umgehendes Faktum ist.

7.1.7 Grofle des Schwarzschildradius

Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir zeigen, dal die Berechnung der Fallzeit
vom Schwarzschildradius in die zentrale Singularitdt auch mit Hilfe der Metrik
trotz divergierender Komponenten durchgefithrt werden kann. Hierfiir betrachten wir
zunéchst den ,, wahren“ Schwarzschildradius RS, denn wie bereits in angedeutet
ist die tiblicherweise als Schwarzschildradius bezeichnete Grofle

GM

eher ein Maf fiir die Kugelfliche des Ereignishorizontes als ein Abstand oder Radius im
herkéommlichen Sinne. Wir erhalten Rg, indem wir das Linienelement || zu einem
festen Zeitpunkt und mit fixierten Winkelkoordinaten dt = dy = di = 0 integrieren:

Rg Rg g7
Rs = /\/g,:,: i = /—r (7.86)
0 LAY, -1

Durch Normierung auf Rg machen wir die Integrationsvariable dimensionslos und er-
halten mit x = 7/ Rg

1
. dx
Re = R 7.87
) : / Yo (7.87)

1

— Rg [arcsin(ﬁ) - x(l—x)} - gRS.

0
Weiterhin mufl man bedenken, dafl diese Integration im Innenbereich des Schwarzen

Loches stattfindet, wo die radiale Koordinate den Charakter einer Zeit besitzt. Daher
halten wir statt der Zeit und zwei Raumdimensionen eigentlich mit dz = dp = di¥ = 0
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drei Raumdimensionen fest, und das Integral erstreckt sich iiber die zur Radialkoor-
dinaten dquivalenten Zeit 7 = ct. Unter diesem Blickwinkel betrachtet beschreibt die

Metrik ([7.83)) mit

—1
ds® = Adr? = (Rf’ - 1) Adf? (7.88)

ct

die Eigenzeit 7 eines Objektes, das die zentrale Singularitét erreicht, indem es beziiglich
der inneren Raumkoordiaten ruht und einfach die Zeit verstreichen l&t. Da diese ,,Be-
wegung”“ einer Geodéaten folgt steht dem Objekt der maximal mogliche Zeitraum zur
Verfiigung. Jeder Versuch, von dieser Geodéaten unter Einsatz nichtgravitativer Kréfte
abzuweichen, verhindert den Absturz ins Zentrum nicht nur nicht sondern verkiirzt
sogar die noch verbleibende Zeit. Die Bedingung dz = 0 wird durch ein ins Schwarze
Loch fallendes Objekt ebenfalls erfiillt, denn dessen Zeitablauf hélt wegen g; = 0 im
Schwarzschildradius an und geht somit nahtlos in dz = 0 iiber. Das Zeitintervall 7 bis
zum Erreichen des Zentrums lautet damit

GM

1. s
70 ¢’ 2% i 3

(7.89)

Um eine Vorstellung von den Gréflenordnungen der Fallzeiten und Schwarzschildradien
verschiedener astronomischer Objekte zu bekommen, fassen wir zum Schluf} einige ty-
pische Werte in einer kleinen Tabelle zusammen. Als Beispiele wéhlen wir die Erde, die
Sonne und ein hypothetisches Schwarzes Loch von einer Millionen Sonnenmassen im
Zentrum einer Galaxie. Weder die Erde noch die Sonne werden jemals ein Schwarzes
Loch werden, aber es gibt Hinweise fiir die Existenz Schwarzer Locher in einigen galak-
tischen Zentren wie beispielsweise in unserer Milchstrale. Zur Berechnung verwenden
wir die Konstanten

3
G = 6.67-1071 " 7.90
Ty 5 (7.90)
c = 3.00 1082 (7.91)
S

auf zwei Nachkommastellen genau und erhalten

M Sk o
Erde: 5.97-10% kg | 8.85-103m | 4.63-10"!s
Sonne: 1.99-10%kg | 2.95-103m 1.54-107%s
Galaxie: 1.99 - 10% kg 2.95-109m 154s
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Man sieht, dafl der Schwarzschildradius eines Schwarzen Loches mit der Masse der Er-
de bereits aulerordentlich klein ist. Stephen Hawking befafite sich 1974 mit den quan-
tenmechanischen Eigenschaften extrem kleiner Schwarzen Locher [13], deren Schwarz-
schildradien im Bereich der Plancklénge

Ap = ,/g ~ 1.62-107%m (7.92)
C

liegen. Ein Schwarzes Loch mit noch kleineren Dimensionen kann nicht mehr sinnvoll
mit Hilfe der klassischen Schwarzschildlosung beschrieben werden, da es durch Quan-
teneffekte dominiert wird. Die Masse M des kleinstmoglichen klassischen Schwarzen
Loches mit der Ausdehnung einer Plancklange liegt in der Grofenordnung der Planck-
masse Mp:

h
M ~ Mp = EC ~ 2.18-10 8 kg. (7.93)

Diese Masse entspricht etwa 1.3 - 10! Protonenmassen und ist fiir ein quantenmecha-
nisches Objekt aulergewchnlich groff. Man nimmt allerdings an, dafl solche Schwarzen
Minil6cher nicht stabil sind und in einem Ausbruch von Hawkingstrahlung verschwin-
den.
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7.2 Das Friedmann— Lemaitre— Modell

Aleksandr Aleksandrovich Friedmann war ein russischer Physiker und Mathematiker,
der im Ersten Weltkrieg als Leiter ,,Zentralen Aeronautischen Station“ in Kiev einge-
setzt war. In dieser Funktion begleitete er Bombenangriffe nicht nur als wissenschaft-
licher Berater sondern flog sie auch selbst als Pilot. In der Zeit nach der russischen
Revolution und der Formierung der Sovietunion war er Professor in St. Petersburg,
wo er sich mit Einsteins Allgemeiner Relativitdtstheorie beschéftigte. Er entwickel-
te das kosmologische Modell eines rdumlich homogenen Raum— Zeitkontinuums ohne
Kosmologische Konstante, dessen Feldgleichungen er exakt 16sen konnte. Friedmann
verOffentlichte seine Ergebnisse iiber expandierende und kollabierende Universen 1922
in einem nicht englischsprachigen Journal [14], weswegen seine Arbeit damals nicht den
weltweiten Bekanntheitsgrad erlangte, den sie verdient hétte. Einstein selbst vertraute
zu dieser Zeit nur statischen kosmologischen Modellen mit einer nicht verschwinden-
den Kosmologischen Konstante und hielt Friedmanns Resultate zunéchst fiir falsch. Er
akzeptierte sie jedoch sofort, als er die Fehlerhaftigkeit seiner eigenen Argumentation
erkannte.

Georges Edouard Lemaitre war ein belgischer Theologe, der sich mit mathematisch—
physikalischen Studien beschéftigte. Nachdem er im Ersten Weltkrieg in der belgi-
schen Armee als Artillerieoffizier gedient hatte, studierte er in den Zwanziger Jahren
bei Sir Arthur Eddington in Cambridge unter anderem Kosmologie. Wie Edwin Hub-
ble wurde auch Lemaitre auf die Rotverschiebung entfernter astronomischer Objekte
aufmerksam, und ohne Friedmanns Arbeiten zu kennen fand er ebenfalls expandieren-
de Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen [15]. Diese Veroffentlichung in einem
franzosischsprachigen Journal blieb wie Friedmanns Arbeiten international weitgehend
unbemerkt. Einstein hielt Lemaitres Losung mathematisch fiir korrekt aber physikalisch
fiir falsch, eine Einschétzung, die er 1929 nach Hubbles Entdeckung der Rotverschie-
bung [16] korrigieren mufite. Lemaitre nahm die Idee eines expandierenden Universums
ausgesprochen ernst, und indem er die Expansion zeitlich zuriickverfolgte wurde er zum
ersten Verfechter der Urknallhypothese. Als Theologen und gldubigen Christen war ihm
das Urknallszenario durchaus sympathisch, denn es hatte fiir ihn den Beigeschmack ei-
nes gottlichen Schopfungsaktes.

Das kosmologische Modell von Friedmann und Lemaitre beschreibt ein homogenes Uni-
versum, das in jedem Raumpunkt dieselben Eigenschaften besitzt. Trotzdem soll es
eine zeitliche Entwicklung durchlaufen, welche aufgrund der Strukturlosigkeit des Rau-
mes nur anhand weniger Merkmale festgestellt werden kann. Ein Merkmal ist die geo-
metrische Léngenskala, fiir die es zumindest einen Beobachter und Testteilchen zum
Markieren von Raumpunkten geben muf. Natiirlich diirfen diese Meflvorrichtungen
die Homogenitat des Universums nur in verschwindend geringem Mafl beeintrachtigen.
Ein weiteres prinzipiell beobachtbares Merkmal ist die lokale Kriimmung des Raumes,
welche ebenfalls die Messung von Léngen und Winkeln erfordert.
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Das im Friedmann— Lemaitre- Modell verwendete Linienelement beschreibt die rdum-
lichen Komponenten in Kugelkoordinaten, die durch einen zeitabhéngigen Faktor a(t)
isotrop skaliert werden:

ds? = 2di? — a¥(1) (dr2 + £2(r) (sin?(9) dg? + d192)). (7.94)

In dieser Metrik verursacht das Aufquellen bzw. Schrumpfen des Raumes keine Ver-
anderung der rdumlichen Koordinaten 7, ¢ und 9, weswegen man von einem , mit-
bewegten“ Koordinatensystem spricht. Der Faktor a(t) ist die einzige Funktion, die
spéter durch die Feldgleichungen bestimmt werden mufl. Der Faktor f(r) modifiziert
die Kugelkoordinaten dergestalt, daf} sie sich auch auf gekriimmte homogen— isotrope
R&dume anwenden lassen. Wir werden diese Konstruktion noch genauer besprechen, im
im flachen Raum gilt jedenfalls wie gewohnt

f(r) =r. (7.95)

Aus konnen wir die Komponenten des Metrischen Tensors ablesen. Da die Koor-
dinatenlinien sich mit der zeitlichen Entwiklung des strukturlosen Raumes mitbewegen,
bleiben sie zueinander orthogonal und der Metrische Tensor behélt seine Diagonalge-
stalt. Damit lassen sich die Komponenten des inversen Metrischen Tensors ebenfalls
direkt angeben:

gt = % = ¢ (7.96)

Grr = i = _a2(t) (797)
g?”?"

Gor = 2 = — @) s0) (7.98)

goy = g% = —a’(t)f*(r). (7.99)

7.2.1 Festlegung der Funktion f(r)

Diese Funktion bestimmt zwar die Strukur des Raumes, in den Feldgleichungen ist sie
jedoch keine dynamische Variable und bleibt im Verlauf der zeitlichen Entwicklung
unverdndert. Wir werden f(r) nun mit einem anschaulichen geometrischen Kontext
hinterlegen, vor dessen Hintergrund sich die Losungen des Friedmann— Lemaitre— Mo-
dells einfacher interpretieren lassen.
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Das Olbers— Paradoxon iiber den schwarzen Nachthimmel legt nahe, dafl das Univer-
sum nicht unendlich ausgedehnt und gleichmé&fig mit leuchtenden Sternen besetzt sein
kann. Da das Friedmann— Lemaitre— Modell jedoch eine solche homogene und isotrope
Situation beschreibt, wére nur ein Universum mit endlichem Volumeninhalt mit dem
Olbers— Paradoxon vertréglich. Ohne es explizit so auszudriicken beschrieb Friedmann
in [14] den Raum als Oberfléche einer vierdimensionalen Hyperkugel und verband auf
diese Weise deren Homogenitédt und Isotropie mit einem endlichen Volumen:

V=0 =2r’R?. (7.100)

R ist der Radius dieser Hyperkugel, deren Volumen in einem vierdimensionalen Ein-
bettungsraum

1
v = SR (7.101)

betriagt. Die Metrik dieses flachen Einbettungsraumes lautet in kartesischen Koordina-
ten

ds® = dz* + dy* + d2* + dw?, (7.102)

wobei wir w als vierte rdumliche Koordinate eingefithrt haben. Die Punkte auf der
Hyperkugel sind durch die Bedingung

Py rwt =R (7.103)
definiert. Wir werden nun den Ubergang zu Kugelkoordinaten betrachten:

{z,y,2,w} = {7, ¢,0,x}. (7.104)
Hierbei ist x eine zusétzliche Winkekloordinate, welche die Werte

0<x<m (7.105)

annehmen kann. In diesen vierdimensionalen Kugelkoordinaten erfiillen Punkte auf der
Hyperkugelflache die Bedingung

F=R. (7.106)

114



Die Umrechnung von Kugel- in kartesische Koordinaten erfolgt durch

x = 7sin(y)sin(?) cos(p)
y = 7sin(y)sin(d)sin(p) (7.107)
z = rsin(y)cos(¥)

Wir haben in Abschnitt [3.4.2] demonstriert wie sich die dreidimensionale Standardme-
trik von kartesischen in Kugelkoordinaten umrechnen 14t. Dieses Verfahren wenden
wir nun auf an und erhalten die vierdimensionale Verallgemeinerung des Lini-
enelementes:

ds® = di* + 7 (sinQ(X) (sin®(9)dyp® + dv?) + dxz). (7.108)

Es handelt sich um die Metrik des hypothetischen vierdimensionalen Raumes, in den
der gekriimmte dreidimensionale reale Raum eingebettet sein soll. Das Linienelement
der Friedmann— Lemaitre Raumzeit erhalten wir, indem wir den Raum auf die
Oberfliche der vierdimensionalen Hyperkugel einschrénken:

r=R, dr=0. (7.109)
Das auf diese Oberflache reduzierte Linienelement erhalt somit die Form
ds* = R’dy* + R’sin®*(x) (sin®(9)dyp* + dv?) . (7.110)

Jetzt ist noch zu kldren, welche Bedeutung der Winkel y und der Radius R fiir die
dreidimensionale Oberflache der vierdimensionalen Hyperkugel besitzen. Durch die Va-
riation von x fahrt man auf dieser Oberflache ein Stiick eines Grolkreises ab, welches
man dort als Abstand r zwischen zwei Punkten interpretieren kann:

r=Ryx. (7.111)

Der Radius R ist ein Maf} fiir die Kriimmung des Oberflichenraumes, welche in An-
lehnung an die Gaufische Kriimmung folgendermaflen definiert wird:

K= (7.112)
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Setzen wir die Definitionen ([7.111)) und ([7.112) in das Linienelement (7.110]) ein, er-

halten wir
1
ds* = dr* + 74 sin®(VKr) (sin®(0)de® + dv?) (7.113)

und haben so die Funktion f(r) mit dem Modell der Oberfléche einer vierdimensionalen
Hyperkugel verkniipft:

1
flr) = \/—?sm(\/fr). (7.114)

Obwohl die Metrik aus dem Bild einer vierdimensionalen Hyperkugel unter
der Annahme einer positiven Kriimmung K > 0 entwickelt wurde, liefert auch die
Extrapolation fiir K < 0 ein interessantes Resultat. Es lassen sich insgesamt drei Félle
unterscheiden:

I
f(r) = TR sin(VKr) K >0 (7.115)
f(r) = r K =0 (7.116)
.
f(r) = Ny sinh(vV/—K7) K <0. (7.117)

Die geometrischen Eigenschaften dieser drei Situationen kénnen wir folgendermaflen
beschreiben:

— Geschlossenes Universum: K > 0
Die Struktur des Raumes ist elliptisch und sein Volumen ist endlich:

272

Vi

Im Vergleich zum flachen Raum schrumpft die rdumliche Skala mit zunehmendem
Abstand r, und es gibt eine grofite Entfernung

V=

(7.118)

= = (7.119)

Das bedeutet, dafl man bei Abstdnden r > r,, den Zielpunkt iiber eine andere
kiirzere Geodéte erreichen kann.
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— Flaches Universum: K =0
Das gewohnte flache Universum entsteht aus dem elliptischen Universum im Li-
mes K — 0, indem in (7.113) der Ausdruck sin(v/Kr) fiir kleine Argumente
entwickelt wird. Das Linienelement entspricht nun dem Euklidischen Linienele-
ment in Kugelkoordinaten.

— Offenes Universum: K < 0
Die Struktur des Raumes ist hyperbolisch, sein Volumen ist unendlich und Ent-
fernungen sind unbegrenzt. Im Vergleich zum flachen Raum nimmt mit zuneh-
mendem Abstand r die rdumliche Skala {iberproportional zu.

Alle drei Formen fiir f(r) erfiillen die beiden Relationen

2 = 1-Kf? (7.120)

/"= —-Kf. (7.121)

Aus diesen lassen sich zwei weitere Beziehungen ableiten, die wir spéter fiir die Berech-
nung des Ricci Tensors benotigen:

(]%) —% = -K (7.122)

O (LY S
0r(f)+(f) =5 =K (7.123)

7.2.2 Das Robertson— Walker— Linienelement

Wie bereits erwahnt verdffentlichte Friedmann seine Losung der Einsteinschen Feldglei-
chungen in einem international wenig gelesenen Journal zu einer Zeit, in der die Kom-
munikation russischer Wissenschaftler mit dem Rest der akademischen Welt &duflerst
eingeschrénkt war. Seine Arbeit blieb daher weitgehend unbekannt, bis zu Beginn der
Dreifiiger Jahre der Amerikaner H.P.Robertson [I7] und der Englénder A.G.Walker
[18] ebenfalls homogene und isotrope Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen un-
tersuchten. Im angloamerikanischen Sprachraum ist das Friedmann— Lemaitre— Mo-
dell auch eher als ,,Robertson— Walker— Modell“ bekannt, und in der relativistischen
Literatur halten sich beide Bezeichnungen in etwa die Waage; sogar der Ausdruck
,Friedmann— Lemaitre— Robertson— Walker— Modell* (FLRW) existiert. Aufgrund der
abweichenden Schreibweise wollen wir auch die Robertson— Walker— Form des Linienele-
mentes angeben, die im Unterschied zur Friedmann— Lemaitre- Form eine umskalierte
radiale Koordinate 7 verwendet:

7= f(r), dr = f'(r)dr. (7.124)
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Der Ausdruck dr? transformiert sich geméf

1 dr?
— 70 dr? = Tf?(r) (7.125)

dr?

wobei wir die Beziehung ((7.120) fiir den Ausdruck f"*(r) verwendet haben. Setzen wir
dieses in das Friemann— Lemaitre— Linienelement ein, erhalten wir dessen Robertson—
Walker— Form:

dr?

d82 = Czdt2 — aQ(t)<1_—W

+ 7 (sin2(9) dyg? + dﬁ2)> . (7.126)

In einem letzten Schritt wird noch der Betrag von K in umskalierten Variablen absor-
biert:

F=VKT, a(t) = \/LE alt). (7.127)

Die endgiiltige Form der Robertson— Walker— Metrik lautet somit

d7?
1— k72

ds* = cdt* — &Z(t)< + 7 (sin®(9) dp® + d192)> (7.128)

1 Universum geschlossen
k = 0  Universum flach
—1  Universum offen.

Fiir die kommenden Rechnungen werden wir jedoch weiterhin das Friedmann— Le-
maitre— Linienelement ((7.94) zusammen mit der im vorigen Abschnitt hergeleiteten
Form der Funktion f(r) verwenden.

7.2.3 Berechnung der Christoffelsymbole

Die Berechnung der Christoffelsymbole erfolgt mit Hilfe der Lagrangefunktion des freien
Teilchens, welche wir aus ((7.94)) konstruieren, indem wir alle Koordinaten als Funktio-
nen eines Kurvenparameters \ auffassen:

t= t(/\)a r= T()‘)’ ¥ = 90(/\)7 U= 19(/\)

p_d L _dr o _dp Y
—ay T T A YT an ~
L, = i — a2(t) (f? () <sin2(19) ot 02)> . (7.129)
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Die Ableitungen dieser Lagrangefunktion nach den Koordinaten und deren ,, Geschwin-
digkeiten“ lauten:

% — 9 % - —2aa’(7"2 e (sinQ(ﬁ) P+ 192)> (7.130)
% — 242 % = —2a2ff <sin2(19) 2+ 192) (7.131)
%_[Z = —2a’ f2sin?(¥) ¢ %—[g =0 (7.132)
% = — 24229 % = —2af?sin(0) cos(v) 2. (7.133)

Um die Ausdriicke kompakt zu halten, haben wir die folgende Schreibweise verwendet:

. d . d
a = Ea(t) = Jf(r) . (7.134)

Dieses ist eindeutig, da die Funktionen a(t) und f(r) nur von einer Variablen abhéangen.
Die Euler— Lagrangeschen Gleichungen

d (0L,\ 0L,
a(aT) g =0 (7.135)

lauten fiir das Friedman— Lemaltre— Linienelement:

" 1 .

P+ ad (7 + P (sind(0) @+ 9%)) = 0 (7.136)
C

. a .. of . 92 ) 92

r+2;tr—f<sm (9) ¢ —1—19) =0 (7.137)

@+2%i¢+2%7‘@+200t(1§‘)¢1§‘ =0 (7.138)

D+ 2%&9 + 2%7%19 — sin(¥) cos(¥) ¢ = 0. (7.139)
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Aus diesen Euler— Lagrangeschen Gleichungen lassen sich die Christoffelsymbole able-
sen:

1 1 1

It = =z aa’ Iy, = = ad f?sin? () Iy = = ad f?

. a’ , : r

r, = [n, = —ff'sin9) T, ——ff (7.140)
a/ f/

chp = E Ff@ = 7 Fiﬁ = COt(’l?)
a 1! .

rY, = — v, = 7 Fgw = — sin(¥) cos(¥)) .

In Abschnitt haben wir gesehen, daf die Funktion f(r) fiir unterschiedliche Kriim-
mungseigenschaften des Universums unterschiedliche Formen annimmt. Es ist daher
sinnvoll, die folgenden Rechnungen mit unbestimmtem f(r) durchzufithren und die
konkrete Form des rdumlichen Teils der Metrik erst zu einem spéteren Zeitpunkt ein-
zusetzen.

7.2.4 Berechnung des Ricci— und des Einsteintensors

Der néchste logische Schritt wire die Berechnung der 20 wesentlichen Komponenten
des Riemann— Christoffelschen Kriimmungstensors

K d K d K K A K A
h vpo %FUV B %FPV + FPA FUV - Fcr)\ Fpl/‘ (7’141>

Diese Komponenten im Vorfeld bereitzustellen ist jedoch unzweckméBig, weil wir nicht
die R",,, selbst bendtigen sondern nur deren Kontraktion in Form des Ricci Tensors.
Es ist daher geschickter, sich auf die im Ricci Tensor R, tatsdchlich vorkommenden
Komponenten des Kriimmungstensors zu beschranken. Fiir die Diagonalelemente des

Ricci Tensors miissen zwolf Kriimmungstensorkomponenten berechnet werden:

Rtt = er + thgot + Rﬂmt (7-142)
RT?" = Rtrtr + Rwﬁpr + Rﬁrﬂr (714?))
Ry, = R, + R, + R, (7.144)
Rypg = Ry + Ry + Ry, (7.145)

Wir ermitteln die R”,, . mit Hilfe der Christoffelsymbole ([7.140]):
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Komponente Ry:

.0 o 0 [(d a\?
By = =5l = 1" = —§(3>—<5)

Rg&tcpt = _arfw - ngoQ = -

0 0 (d a\?
Rﬁtﬁt - —arfﬂ - Ffﬂz - _a(g) - (5)
Komponente R,,:

0 10 /[d a\?
t _ -1t _ 71t (A R - 2
thr - atFrr Frrrtr 02 (at(a)+(a) )CL

0
R(pnp'r = = Erﬁp + Pf@ F:'r - chpQ
1o Off A
- —2_ 2Ly (L) = = K
2" or ( f f 2" *
v a v ¢ 1t g 2
R ror T %Frﬂ + Ftﬂ FT’?" - FT"[9

1 2 0 f/ f/ ? 1 12
= sa — =\ |—-\|=F|] = = K
2’ or ( f f 2" *
Komponente R,:

t 9 t e 1(0(d a'\’ 242 2
Ry = arcpcp_rwwpthg 9\ a + o a” f*sin*(J)

T a T T
Ry = Erwso_rwrfw—i_rﬁ”rfoso
— L 9 f/ f/ ’ 2 2
— <02a 8r(f) (f f7sin(9)
1 12 2 2
= |z + K | f*sin*(¥)
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(7.147)

(7.148)

(7.149)

(7.150)

(7.151)

(7.152)

(7.153)



P

Komponente

t
R It

r
R drd

[
R Y

a 9 J 1t 9 r )
- L S I 0 U S v

oY ¥¥ e = pd
_ L ) /' ’ 1 2 02
— <02a <f) —|—f2>f sin”(1)
1 12 2 .. 9
= |(ze + K | f*sin*(¥)
Rﬁﬁ:
0 t t 1{0[d a 2 9 2
:arw—rwrwzgag—kg af
a r r t r ]
EF oo T T Doy — Tho Th
1 9(f f ’ 2 L 2
= —a — —|=)-|= = | = K
(Cza 87“<f) (f) F=\a tr)!
0 P w 1t T p 2
- %Fw + T Toe + 7Ty — Tog

7\ 2
< (a () g ey

(7.154)

(7.155)

(7.156)

(7.157)

Aus diesen Bestandteilen setzen sich die Diagonalelemente die Ricci Tensors folgender-
maflen zusammen:

=50+ (5))

Ryy = —
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Da sémtliche bisher noch nicht berechneten Komponenten R”,,, des Riemann— Chris-
toffelschen Kriimmungstensors verschwinden, verschwinden auch die Nichtdiagonalele-
mente von 1,

R, =0 wF . (7.162)
Die Skalare Kriimmung R erhalten wir aus der Spur des Ricci Tensors:

R = ¢g"Ry + ¢ R + g?°Ryy + ¢" Ryy

6 (0 [d a\? K
2 )

Mit Hilfe des Ricci Tensors und der Skalaren Kriimmung kénnen wir die vier Diago-
nalelemente des Einsteintensors

1
G = Ry — §QWR (7.164)

konstruieren. Wie der Ricci Tensor und die Metrik besitzt auch der Einsteintensor
Diagonalgestalt. Seine Komponenten lauten:

Vi 2
Gy = 3<(%) + c2§> (7.165)

1 o (d a\> LK\,

G = = 2&(5)”(5) e (7.166)
1 0 (d a 2 2K 2,2 .. 92
1 0 (d ad\> LK\ 5.

Gow =~ 2@(5)”’(5) e )l (7-168)

7.2.5 Energie— Impulstensor einer idealen Fliissigkeit

Um die Feldgleichungen aufstellen zu kénnen fehlt uns noch ein Modell fiir die Energie—
Impulsverteilung im Universum. Da auch die Quellen des Graviatationsfeldes der vor-
gegebenen Symmetrie gerecht werden miissen handelt es sich um ein homogen und
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isotrop verteiltes Medium, das wir aus Griinden der Einfachheit als nicht viskos an-
nehmen. Damit hat es die Eigenschaften einer idealen Fliissigkeit und besitzt zwei
charakteristische Grofien:

p(t) :  Energiedichte
p(t):  Druck.
Wir betrachten zunichst den Energie— Impulstensor 7*” im ungekriimmten Minkow-

skiraum der Speziellen Relativitédtstheorie, der im Ruhesystem der Fliissigkeit folgende
Gestalt annimmt:

[T] = (7.169)

oo o™
oo o
o o o
hN o oo

Fiir gewohnlich 148t sich kein Inertialsystem finden in welchem die Fliissigkeit global
in Ruhe ist, so da} die Form nur fiir bestimmte Raumpunkte gelten kann.
Unser Ziel ist eine Darstellung des Energie— Impulstensors, welche sich leicht auf die
gekriimmte Geometrie des Friedmann— Lemaitre— Modells iibertragen 1a8t. Zunéchst
transformieren wir mit Hilfe der Lorentztransformation

W= (57 (7170

in ein Bezugssystem, in dem sich die Fliissigkeit mit der Geschwindigkeit v bewegt,
wobei wir uns auf eine Raumdimension beschrinken. Aufgrund der Homogenitéit des
Friedmann— Lemaitre— Modells ist die anschlieBende Erweiterung auf drei Raumdi-
mensionen problemlos durchfithrbar. Um den gewiinschten Effekt zu erzielen muf} die
Lorentztransformation mit der negativen Geschwindigkeit durchgefiihrt werden, was in
bereits beriicksichtigt ist. Die Faktoren § und ~ haben die gewohnte aus der

Speziellen Relativitdatstheorie bekannte Bedeutung:

N 5:%' (7.171)

S5

Der auf diese Weise transformierte Energie— Impulstensor lautet

r=e (5 )(5)6 1) (5 i) om
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Wir schreiben die Matrixelemente nun in einer Weise um, daf sich ein diagonaler Anteil
abspalten 1a8t:

i o pEp—(1—=5*)p B(p+p)
] = 7( B(p+p) 62(p+p)+p(1—ﬁ2)>

p+p  Blp+p)

N 72(6(/)+p) 62(p+p))+p(_(1) )

1 2 cv -1 0
= g(p+p)72<cv v2)+p< 0 1)- (7.173)

In dem eingeschrankten Minkowskiraum mit einer Raumdimension lauten die kontra-
varianten Komponenten des Metrischen Tensors

9" = ((1) _(1)), (7.174)

und die Vierergeschwindigkeit u hat die Gestalt

[u] = v ( C) : (7.175)

(%

Mit Hilfe von ((7.174)) und ([7.175)) konnen wir die Elemente 7" in Tensorschreibweise

zusammenfassen:

1
T =S(p+pudu - pg. (7.176)

Diese Form des Energie— Impulstensors gilt nicht nur im vierdimensionalen Minkow-
skiraum, sie bleibt auch beim Ubergang zu gekriimmten Koordinaten giiltig. Bei der
Verwendung von ([7.176[) im Friedmann— Lemaitre— Modell ist das dort eingefiihrte mit-
bewegte Koordinatensystem zu beriicksichtigen, in welchem die Vierergeschwindigkeit
die Gestalt

[w'] =

(7.177)

O OO0

besitzt und die Koordinate ¢ die Bedeutung der Eigenzeit des betreffenden Raum-
punktes hat. Diese Konstruktion ist nur aufgrund der hohen Symmmetrie des Modells
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moglich, das letztendlich nur die Dynamik eines einzelnen Raumpunktes innerhalb sei-
ner unmittelbaren Umgebung beschreibt. Die kovarianten Komponenten des Energie—
Impulstensors lauten:

1

Tu = S(p+p)ug—pou = p (7.178)
Tor = —DGrr = pa’ (7.179)
Top = —PYpe = pa’f?sin®(9) (7.180)
Tos = —pgos = pa’f?. (7.181)

7.2.6 Die Friedmanngleichungen

Da uns jetzt der Einsteintensor und der Energie— Impulstensor fiir das Friedmann—
Lemaitre- Modell bekannt sind, konnen wir die Einsteinschen Feldgleichungen

G/uz - QWA = /{Tuu (7182)

aufstellen. Alle in vorkommenden Tensoren haben Diagonalgestalt, und somit
reduziert sich die Zahl der Feldgleichungen von 10 auf 4. Die Homogenitit des Rau-
mes fiihrt dazu, dafl die Diagonalelemente fiir r, ¢ und ¥ identische Feldgleichungen
generieren und dafl nur noch zwei Gleichungen iibrighleiben:

1 a\? K
39((5) + 02¥> — A = kp (7.183)
1 o (d a\? K
—l2=(— — 2 - A= —kp. 184
C2< 8t(a)+3<a) +ca2) KD (7.184)

Dieses sind die Friedmanngleichungen, die in Lehrbiichern wie [6] [7] nicht notwen-
digerweise in dieser Gestalt prisentiert werden. Setzt man ([7.183)) in Gleichung ([7.184))
ein, erhélt man eine im Internet héufig anzutreffende Variante:

ad\ 1, 2K 1,
" 1 1
% = — EKCQ(p + 3p) + §CQA. (7.186)
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Weil die beiden Friedmanngleichungen drei Grofien a(t), p(t) und p(t) bestimmen sollen,
miissen sie noch durch eine weitere Beziehung ergédnzt werden. Es handelt sich hierbei
um die Zustandsgleichung der Materie

p = p(p), (7.187)

in welcher die Energiedichte p und der Druck p den Eigenschaften der gravitierenden
Substanz entsprechend miteinander in Beziehung gebracht werden.

7.2.7 Das statische Universum Einsteins

Als Einstein im Jahr 1915 die Allgemeine Relativitdatstheorie verdffentlichte war die
Milchstrafle die einzige bekannte Galaxie. Man nahm an, daf} sie sémtliche stellare Ma-
terie umfalte, denn extragalaktische Objekte mit von der Milchstraflie abweichenden
Bewegungsparametern hatte man noch nicht entdeckt. Somit gab es fiir Einstein nur
ein sinnvolles kosmologisches Modell, ndmlich das permanent bestehende statische Uni-
versum mit endlicher Ausdehnung, um dem Olbers— Paradoxon gerecht zu werden. Vor
diesem Hintergrund betrachtet ist Einsteins Suche nach einer stationdren Losung seiner
Feldgleichungen durchaus nachvollziehbar. Im Friedmann— Lemaitre— Modell iibersetzt
sich Zeitunabhéngigkeit in

a=1, ad=d=0. (7.188)

Mit diesen Vorgaben lauten die Friedmanngleichungen
3K — A = kp (7.189)
K—-A = —kp. (7.190)
Man erkennt sofort, dafl die Kosmologische Konstante fiir eine physikalisch sinnvolle
Losung dieses Gleichungssystems notwendig ist, denn ein verschwindendes A fiihrt fiihrt

zur Zustandsgleichung p = —3p und somit wahlweise zu einer negativen Energiedichte
oder zu einem negativen Druck. Eliminiert man jeweils A bzw. K, erhilt man

2K = k(p+p) (7.191)
2N = k(p+3p). (7.192)

Im Folgenden beschrinken wir uns auf sogenannten kosmischen Staub, der durch
die Zustandsgleichung

p=20 (7.193)
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beschrieben wird. Diese Zustandsgleichung ist in einer rdumlichen Skala gerechtfertigt,
welche Galaxienhaufen um Groflenordnungen iibersteigt und in der eine homogen—
isotrope Beschreibung der Materie realistisch ist. Der Aufbau eines globalen Druckes
p pat nicht zu einem Materiemodell von Galaxien oder Galaxienhaufen, die in grofie
leere Raumgebiete eingebettet sind. Fiir den kosmischen Staub gilt:

1 4m
K =A= Shp = FGp. (7.194)

Durch die Kriimmung K wird sowohl der Einsteinradius Ry dieses statischen Uni-
versums im vierdimensionalen Einbettungsraum als auch dessen Gesamtvolumen Vg
festgelegt:

1 c?
Rr = = 7.195
o VA 2¢/mGp ( )

2 3
P Y R
Ve = 2mR3 = 4(\/G_p>. (7.196)

Die Kosmologische Konstante ist hier kein freier Parameter sondern wird durch die
Energiedichte p und den Druck p festgelegt. Diese zwangsweise Feinabstimmung der
geometrischen und materiellen Groflen war schon 1915 diskussionswiirdig, und weitere
astronomische Entdeckungen liefen in den Zwanziger Jahren schwerwiegende Bedenken
gegen stationdre kosmologische Modelle aufkommen. Es wurden Galaxien auflerhalb
der Milchstrafle identifiziert, die in ihrem Spektrum eine um so gréfere Rotverschie-
bung aufwiesen je weiter sie von der Erde entfernt waren [16]. Dieses 1929 von Edwin
Hubble entdeckte Phénomen liefl sich als Zeichen fiir eine Expansion des Universums
im globalen Mafistab deuten. Einsteins stationdre Losung beschrieb offenbar nicht den
momentanen realen Zustand des Raumes, und als Sir Arthur Eddington 1930 nachwies
daf} Einsteins stationdre Losung instabil ist, mufite die Idee eines statischen Universums
endgiiltig aufgegeben werden.

7.2.8 Das strahlungsdominierte Universum

Im heute allgemein akzeptierten Standardmodell der Kosmologie wird der iiberwiegen-
de Teil der Energiedichte und des Druckes im frithen Universums durch elektromagne-
tische Strahlung verursacht, wihrend der Beitrag baryonischer Materie zum Energie—
Impulstensor nur etwa 5% ausmacht. Letztere hat die Form eines Plasmas, da Elek-
tronen und Wasserstoff- bzw. Heliumkerne (schwerere Elemente gab es zu dieser Zeit
nicht) sich aufgrund der hohen Temperaturen ungebunden bewegen. Plasma absorbiert
Licht aller Wellenléingen, wodurch den Photonen nur eine verhéltnisméfig geringe freie
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Weglinge zur Verfiigung steht. Ein Beobachter hétte in diesem Universum einen milchi-
gen Helligkeitseindruck gehabt ohne Objekte iiber grofiere Entfernungen wahrnehmen
zu kénnen. Als das Universum ein Alter von etwa 4 -10° Jahren erreicht hatte, dinderte
sich dieses Verhalten schlagartig. Baryonische Materie und Elektronen rekombinierten
in globalem Ausmafl und formten neutrale Atome, wodurch das Universum durch-
sichtig wurde. Zu diesem Zeitpunkt war die Strahlung nicht mehr der dominierende
Faktor, da etwa 10* Jahre nach dem Urknall der Strahlungsanteil der Energedichte un-
ter den Materieanteil gesunken war. Die zum Zeitpunkt dieser globalen Rekombination
abgeschickten Photonen bilden heute die kosmische Hintergrundstrahlung. Vorgénge
zu fritheren Zeiten mogen zwar durchaus innerhalb unseres Ereignishorizontes liegen,
allerdings konnten sie sich nicht durch das Aussenden langreichweitiger Photonen be-
merkbar machen. Aus diesem Grund stellt die Hintergrundstrahlung das friiheste fiir
uns beobachtbare Ereignis im Kosmos dar. Das junge Universum bis zur Zeit von 10*
Jahren nach dem Urknall wird als strahlungsdominiert bezeichnet.

Um die Friedmangleichungen fiir das strahlungsdominierte Universum l6sen zu kénnen,
benotigen wir die Zustandsgleichung elektromagnetischer Strahlung. Wir betrachten zu
diesem Zweck Photonen einer Teilchendichte n, die an einer verspiegelten Wand der
Flache A reflektiert werden und somit auf diese einen Druck p ausiiben. Wenn wir davon
ausgehen, dafl im Zeitintervall dt nur diejenigen Photonen die Wand erreichen, die sich
innerhalb des Abstandes ¢ dt befinden, miissen wir alle Photonen im ,, Reaktionsraum®
A - ¢t beriicksichtigen. Im Durchschnitt werden sich N,;, Photonen mit

1
Nyp = énAcét (7.197)
auf die Wand zubewegen und dort bei der Reflektion jeweils einen Impuls von

5P, = 2hk (7.198)

iibertragen. Samtliche auf die Wand auftreffenden Photonen erzeugen daher eine Kraft
von

P 1
B L achk. (7.199)

ph p phdt 3

Da bei einem Photon die Wellenzahl £ einer Frequenz w = ck entspricht, konnen wir
auch

1
F,, = pA = gnAhw (7.200)
schreiben. Die Frequenz hiangt schliefilich mit der Energiedichte p zusammen iiber
p=nhw, (7.201)
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welches wir in ([7.200)) einsetzen:
1
F,, = pA = gpA. (7.202)
Diese Beziehung ist die gesuchte Zustandsgleichung elektromagnetischer Strahlung:

p = 3p. (7.203)

Damit bekommen die Friedmanngleichungen ((7.185)) und ([7.186)) fiir das strahlungsdo-
minierte Universum ohne kosmologisches Glied die Gestalt

~

(ﬂlfz fp — & (7.204)

a a?
— = —R& 7.205
- Rp, ( )
wobei wir die Abkiirzungen
K = &K, k= ck (7.206)

verwendet haben. Ersetzen wir in ((7.204)) das Glied &p durch ([7.205)) erhalten wir eine
gewohnliche Differentialgleichung fiir a(t):

" I\ 2 2

K
a (a_) + 5 =0 (7.207)
a a a
ad +d? = —K (7.208)
o, .
—(ad) = — K (7.209)

Aus der letzten Gleichung ((7.209) kann das erste Integral direkt bestimmt werden:

~

a(t)d' (t) = a(to) a'(tg) — K(t —to). (7.210)

Dieses ist eine separable Differentialgleichung erster Ordnung in ¢, welche bereits in
separierter Form vorliegt und somit die analytische Losung der Friedmanngleichungen
fiir das strahlungsdominierte Universum ermoglicht:

a(t) = \/aQ(tO) + 2a(ty) d(to) (t —to) — K(t — to)?. (7.211)
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Auf der Grundlage dieses Resultates lassen sich einige interessante kosmologische Be-
griffe diskutieren:

Die Entwicklung in den Big Crunch:

Die rdumliche Skalenfunktion a(t) wird Gleichung zufolge fiir kleine Zeiten t —1
durch den linearen Term unter der Wurzel bestimmt, der zur Anfangsgeschwindigkeit
a/(to) proportional ist. In einem gekriimmten Universum mit K # 0 gewinnt jedoch
mit fortschreitender Zeit der quadratische Term die Oberhand, wodurch sich bei einem
geschlossenen Universum

A

K >0, a'(t) > 0 (7.212)

ein interessanter Zeitverlauf ergibt. Wahrend zunéchst die positive Anfangsgeschwin-
digkeit das Universum expandieren 1af3t, erzwingt der Kriitmmungsterm schliellich den
Riickgang auf a = 0. Dieser Zusammenbruch der Langenskala trigt den Namen Big
Crunch, dessen Zeitpunkt t.. durch die quadratische Gleichung

a®(to) + 2b(to) (ter — to) — K(ter —to)? = 0 (7.213)
festgelegt wird. Wir haben in ([7.213)) die Geschwindigkeit a'(¢y) durch den Parameter

b(te) = a(to) a'(to), lim b(ty) ~ const. (7.214)

a(to)—)o

ersetzt, wobei der in ((7.214]) angegebene Limes von b(ty) fiir verschwindendes a(ty) eine
Eigenschaft der Wurzelfunktion ist. Die in der Zukunft liegende positive Losung von

(7.213) lautet

b(to) K?
tee—to = —2 [ 14+ 4/1 +a2(t : 7.215
0 o2 +\/ + a?(ty) B2 (to) ( )

oder falls das Universum zur Zeit ¢t = ) = 0 mit einem Urknall a(0) = 0 startet:

b
tor = 2 [;2. (7.216)

In diesem Fall ist ., die Zeit zwischem dem anfianglichen Big Bang und dem darauf
folgenden Big Crunch.
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Der Hubble— Parameter H (t):

In der Kosmologie und der Astrophysik wird gerne der von der Skalenfunktion a(t)
abgeleitete Hubble— Parameter

() = LW (7.217)

verwendet, da dieser einen direkten Bezug zu meflbaren Groflen wie der Rotverschie-
bung entfernter Galaxien hat. Diese Funktion 148t sich aus Gleichung (|7.211]) errechnen,
indem wir zunéchst die Ableitung bilden:

! 1 >
) = o (b(to) - K(t—to)), (7.218)

wobel wir wieder b(ty) = a(to) a'(tp) verwendet haben. Damit lautet der Hubble— Pa-
rameter

HO = o <b(t0) - K’(t—to)) (7.219)

~

b(ty) — K(t —to)
a2(t) 4+ 2b(to)(t —to) — K(t —t0)?

Zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢tz wird dieser Hubble- Parameter innerhalb der be-
trachteten Epoche mit

(7.220)

zur Hubble— Konstanten. Zwar ist die Funktion H (¢) keine Konstante im strengen Sinn,
sie wird aber iiblicherweise als zur Zeit nahezu konstant behandelt. Allerdings kann
Gleichung (|7.219) nicht zur Analyse der gegenwirtigen Hubble— Parameterfunktion

verwendet werden, weil das Universum heute nicht mehr strahlungsdominiert ist.
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Die Energiedichte p(t):

Die zeitliche Entwicklung der Energiedichte p(t) 148t sich mit Hilfe des Druckes p(¢) und
der Zustandsgleichung ([7.203)) aus der ersten Friedmanngleichung ([7.204)) bestimmen,
indem a(t) aus Gleichung (7.211)) ibernommen wird:

1 3

o0 = s (bQ(to) + f(a2(t0)> . (7.221)

Die triviale Abhéngigkeit der Energiedichte von der Volumenskala

1
~— N/ — - cad® 2(r) sin? (¥ 7.222

lieBe p(t) ~ a=3(t) erwarten. Da jedoch durch das ,aufquellen* des Raumes die Wel-
lenldnge der Photonen proportional mit a(f) zunimmt, mufl auch diese Abhéngigkeit
der Energiedichte von der Léingenskala beriicksichtigt werden, und es gilt p(t) ~ a=*(t).

Zusammenfassung:

Schlieflich geben wir noch einmal diejenigen Merkmale des strahlungsdominierten Uni-
versums an, welche fiir die Entwicklung kurz nach dem Urknall gelten und die in der
Literatur haufig zitiert werden:

at) "X 2WevE ~ Vi (7.223)

Bl 1
A PE "~ A (7.224)

pt) = 3

7.2.9 Das materiedominierte Universum

Dem Standardmodell der Kosmologie zufolge galt das Universum als materiedominiert,
was bedeutet, dafy die wesentlichen Beitrage zum Energie— Impulstensor aus baryoni-
scher Materie stammen. Diese Vorstellung bestand seit Einsteins Zeiten und kam erst
1998 ins Wanken, als Leuchtkraftmessungen an Supernovae des Typs la nahelegten, dafl
das Universum schwach exponentiell expandiert [19]. Als sinnvolles Modell der Materie
des homogen und isotrop mit Galaxien und Sternen gefiillten Raumes verwenden wir
den schon bei der Diskussion des statischen Universums in Abschnitt eingefiihrten
kosmischen Staub:

p=0. (7.225)
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Mit dieser Zustandsgleichung lauten die Friedmanngleichungen ohne kosmologisches
Glied

ad\' 1, o K
(;) = ghcp —c (7.226)
"
1
% = —orcp. (7.227)

Ersetzen wir in ((7.226)) den Term mit der Energiedichte p durch ((7.227)), erhalten wir
eine gewohnliche Differentialgleichung fiir den Skalenfaktor a(t):

2ad" + '’ + K =0 < Nach Multiplikation mit a’ (7.228)
2add" +d’ + Kd =0 <« d— Trick (7.229)
O/ ,2 -

a(aa + Ka> —0 (7.230)

Aus der letzten Gleichung ([7.230)) 148t sich das erste Integral direkt bestimmen:
at)a(t)”® + Ka(t) = alty)alte)” + Ka(ty) = A,. (7.231)

Fiir die von den Anfangswerten a(tg) und a(ty)" abhéngige Integrationskonstante haben
wir die abkiirzende Bezeichnung A, eingefiihrt. Nach (7.231]) verlduft die Bewegung
von a(t) dergestalt, dafl bei einer Anndherung an a = 0 der folgende Ausdruck endlich
bleibt:

lim a(t)a'’(t) = Ay ~ const. (7.232)
a(t)—0

Gleichung ([7.231)) kann in einer Form geschrieben werden, die unter Verwendung einer
physikalischen Analogie anschaulich interpretiert werden kann:

alt)’ — =~ = —K. (7.233)

Dieses ist der Energieerhaltungssatz fiir ein Teilchen in einem eindimensionalen Gravi-
tationspotential, wenn wir die Terme dieser Gleichung mit folgenden Begriffen verbin-
den:
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a(t) : Ortskoordinate
a(t) : Geschwindigkeit
a(t)”: Kinetische Energie
— Ap/a(t) :  Potentielle Energie

- K: Gesamtenergie

Die gebundene oder ungebundene Bewegung eines Teilchens in diesem Potential ent-
spricht der Situation eines geschlossenen oder offenen Universums:

— Gesamtenergie negativ: K > 0

Die Bewegung des Teilchens ist gebunden, es kann sich nur bis zu einem maxi-
malen Abstand

Umax = Ao (7.234)
K

vom Ursprung wegbewegen. Damit hat auch das Universum eine gréfite Ausdeh-
nung und kollabiert anschliefend in einem Big Crunch. Das Universum ist somit
geschlossen.

— Gesamtenergie verschwindet: K =0

Dieses ist der Grenzfall zwischen gebundener und ungebundener Bewegung, in
dem das Teilchen sich unendlich weit vom Ursprung entfernen kann. Das Univer-
sum ist nicht geschlossen und ungekriimmt.

— Gesamtenergie positiv: K <0

Die Bewegung des Teilchens ist ungebunden und unendliche Entfernungen zum
Ursprung sind moglich. Das Universum ist offen und expandiert mit der Grenz-
geschwindigkeit

dy =\ -K=cV-K (7.235)

ins Unendliche.
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Abgesehen von dieser leicht vorstellbaren Analogie ist die Gleichung (|7.231)) separabel

und kann integriert werden:

oty | —2) gy (7.236)

/ —\/de = t—t, (7.237)

Im letzten Schritt haben wir die Losung mit positiven Zeiten gewéhlt. Das Integral in
(7.237)) ist mit Hilfe einiger Standardsubstitutionen lésbar:

I(a(t)) — I(a(ty)) = t —to, (7.238)

wobei die Funktion / () in Abhéngigkeit vom Vorzeichen des Kriimmungsparameters
K drei unterschiedliche Formen annimmt:

\;‘%3(arcsin(\/7) VEzJ1- £y > K>0

Lo K=0  (7.239)
\ﬁ(—arsinh(ﬁ) /Bl 14 B, ) K <0

Mit Ausnahme des Falles K = 0 sind diese Ausdriicke transzendent und lassen sich
nicht analytisch umkehren. Wahrend es sich fiir K < 0 um eine monoton wachsende
Funktion handelt ist das Verhalten fiir K > 0 komplexer. In diesem Fall ist es moglich,
I(z) in eine anschauliche geometrische Form zu iiberfiihren, indem wir zunéchst einen
Parameter ¢ definieren

A~

Aﬁox =: 81n2<; q) = %(1 —COS(Q>> (7.240)

und diese Parametrisierung in I(x) einsetzen:

Vi

Ao

(t—ty) = %(q - sin(q)). (7.241)
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Die Gleichung (7.241) gilt unter der Voraussetzung a(ty) = 0, woraus I(a(ty)) = 0
folgt. SchlieBllich absorbieren wir noch die verbliebenen physikalischen Parameter in
umskalierten Variablen y und 7 und erhalten

x(q) = Q%x = 1—cos(q) (7.242)
rg) = 2YE (1 1) = g sing). (7.243)

Wenn der Parameter ¢ die Werte 0 < ¢ < 27 durchlauft, beschreiben die Variablen x(q)
und 7(q) eine Zykloide. Mit Hilfe dieses geometrischen Bildes kénnen einige interessante
kosmologische Groflen auf einfache Weise abgeleitet werden.

Die Entwicklung in den Big Crunch:

Startet ein Universum mit positiver Kriimmung K >0 zur Zeit t, = 0 mit a(0) = 0 in
einem Big Bang, durchlauft es die Zykloide zunéchst bis zum zum Punkt der grofiten
Ausdehnung bei ¢ = 7:

A
T =71 S tmex = 5 (7.244)
VK
Ag
mT)=2 = AOmax — —& - 7.245
x () 7 (7.245)

Der letzte Ausdruck ([7.245) stimmt mit dem aus dem ,,Energiesatz“ hergeleiteten Wert
(7.234]) iiberein. Anschlieend schrumpft die Léngenskala wieder und das Universum

verschwindet mit ¢ = 27 in einem Big Cruch:

Ao

T2m) =21 =  te =T (7.246)

Aufgrund der Anfangsbedingung a(0) = 0 ist ¢, die fiir den Big Bang— Big Crunch—
Zyklus bendtigte Gesamtzeit des materiedominierten Universums.

Der Hubble- Parameter H (t):

Der fiir Messungen zugénglichere Hubble— Parameter H(t) hat Gleichung (7.236|) zu-
folge die Gestalt

-2 - o g
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in welche die durch die transzendenten Gleichungen festgelegte Skalenfunktion
a(t) einzusetzen ist. Im Fall des flachen Universums kann H(t) analytisch bestimmt
werden, da die Skalenfunktion mit X = 0 und der Anfangsbedingung a(0) = 0 des Big
Bangs die Form

2
3 3
annimmt. Setzt man dieses in (7.247)) ein, lautet der Hubble— Parameter
H(t) = —. (7.249)

Das Standardmodell der Kosmologie besagt, dafl nach der heftigen inflationidren Phase
kurz nach dem Big Bang die Annahme eines flachen Universums fiir die Gegenwart
durchaus realistisch ist, weswegen Gleichung das Universum im materiedo-
minierten Zustand gut beschreiben sollte. Seit 1989 verdichten sich jedoch Anzeichen
dafiir, dal zur Zeit das Vakuum und dessen Dunkle Energie {iber Materie und Strah-
lung dominiert.

Die Energiedichte p(t):

Mit der Kenntnis der Skalenfunktion a(t) kann die Energiedichte aus der ersten Fried-
manngleichung ([7.226]) bestimmt werden:

)= %((%’)2+ %) (7.250)

Das erste Integral (7.236|) liefert einen Ausdruck fiir

(2’)2 _ A K (7.251)

a a3 a?’

wodurch wir die Energiedichte berechnen koénnen:

(7.252)
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Da durch den Expansionsprozefl dem Universum keine Materie hinzugefiigt oder entzo-
gen wird, veréndert sich die Energiedichte ausschliefilich durch die triviale Abhéngigkeit
von der Léangenskala

—5 V= ca’(t) f*(r) sin’(9) (7.253)

was durch den Ausdruck ([7.252)) korrekt wiedergegeben wird.

Zusammenfassung:

Schlieflich listen wir noch einmal die hédufig in der Literatur angegebenen Merkmale
des materiedominierten Universums auf:

a(t) = (;\/A_ot)g ~ th (7.254)
3

~ . (7.255)

7.2.10 Das A — dominierte Universum

Nachdem Einstein sich 1931 mit den Worten , meine grofite Eselei“ vom statischen
kosmologischen Modell distanziert hatte, wurde der Konstanten A jahrzehntelang kei-
nerlei physikalische Bedeutung beigemessen. Erst als man 1989 Daten des Hubble—
Teleskopes in Bezug auf Supernovaereignisse des Spektraltyps Ia analysierte und her-
ausfand, dafl das Universum gegenwirtig schwach exponentiell expandiert, versuchte
man diese Expansion mit der erneuten Einfithrung der Kosmologischen Konstanten zu
beschreiben. Diese wirkt wie Materie mit der eigenartigen Zustandsgleichung

= (7.256)

welche in jedem Punkt des Universums vorhanden ist und iiblicherweise als Eigen-
schaft des Vakuums interpretiert wird. Bisher existieren nur Spekulationen, ob und
wie diese Zustandsgleichung in der Natur realisiert ist und man spricht von Dunkler
Energie, ohne deren physikalischen Charakter tatséichlich zu kennen. Wir werden das
materiedominierte Modell des kosmischen Staubes

p=0 (7.257)
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durch die Kosmologische Konstante A ergédnzen, wobei die bisher verwendete Methode
zur Losung der Friedmanngleichungen auch weiterhin anwendbar ist. Die Berechnung
des zu analogen Integrals ist jedoch technisch aufwendig, weswegen wir uns auf
das flache Universum mit K = 0 beschrinken, das dem Standardmodell der Kosmolo-
gie zufolge ohnehin der physikalischen Realitét entspricht. Die Friedmanngleichungen
lauten unter diesen Bedingungen

I\ 2
3 <%> = ip+ A (7.258)
a// 1 .
3 = —Zh A 2
" kP + A, (7.259)

A=A (7.260)

steht. Ineinander eingesetzt ergeben beide Gleichungen
o (d ad\ .
2— | — 3(—] —A=0. 7.261
ale) (%) (7200

Der Hubble- Parameter H (t):

Gleichung ([7.261]) ist eine gewohnliche separable Differentialgleichung erster Ordnung
fir den Hubble— Parameter H(t):

2H' + 3H* — A = 0 (7.262)
H' 3

— = - (7.263)

H? — A 2

Mit ([7.263)) haben wir die Losung der Differentialgleichung auf die Berechnung eines
elementaren Integrals zuriickgefiihrt:

H(t) = \/é coth(%\/ii_f\(t—to)) . (7.264)
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Bei verschwindender Kosmologischer Konstante A = 0 wird die Form (7 .249) des
Hubble- Parameters fiir das materiedominierte flache Universum reproduziert. Im Li-
mes kleiner und grofer Zeiten erhalten wir mit ¢y = 0 die folgenden Approximationen:

, ) 1 /=
%H(t) = o7 3 3At < 1 (7.265)
lim H(t) = A 1 3At > 1 7.266
EREO =y gVt (7:200)

An diesen beiden Grenzféllen 148t sich ablesen, wie der Hubble Parameter ausgehend
von der schon bekannten Expansion des materiedominierten Universums schliellich
eine exponentielle Expansion beschreibt, in welcher der Skalenparameter a(t) und seine
zeitliche Ableitung a/(t) zueinander proportional sind.

Der Skalenparameter a(t):

Die Gleichung ([7.264) ist eine separable Differentialgleichung fiir die Funktion a(t), die

leicht integriert werden kann:

a) _ \/§ coth(%\/?)_f\(t—to)) (7.267)

In(a()) — In(a(ty)) = gln(sinh<%\/3_f\ (t—t0)>) (7.268)

Damit diese Losung bei verschwindendem A mit dem Ergebnis des Skalenparameters
(7.248) fiir das ungekriimmte materiedominierte Universum {iibereinstimmt, schreiben
wir die Integrationskonstante

a(ty) = ( 3§”>3 (7.269)

und erhalten:

(7.270)

=
—~
=
I
VR
w
S
.
B
=
VR
DO | —
w
—>
=N
|
~
N
N~~~
~
wWino
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Die Grenzfille fiir grole und kleine Zeiten unter der Annahme ¢y = 0 lauten hierbei

lima(t) — (g\/A0t>3 , %\/?J\t <1 (7.271)

t—0

lim a(t) = (%/%) Vi %\/Sf\t>>1. (7.272)

t—o00 2

Wie schon beim Hubble- Parameter ist auch beim Skalenparameter ein Ubergang von
der algebraischen Expansion des materiebasierten Universums zu exponentieller Ex-
pansion zu beobachten.

Die Energiedichte p(t):

Analog zur Diskussion der Energiedichte des materiedominierten Universums kénnen
wir p(t) durch die erste Friedmanngleichung bestimmen:

p = i(:sH? . [\) . (7.273)

I
Fiir die folgenden Rechnungen verwenden wir die Abkiirzung

T = %\/3_1\ (t—to) (7.274)

und konnen mit Hilfe von ([7.264]) schreiben:

. N . 1
3H? — A = Alcoth’(7) —1) = A : 7.275
<CO (7) ) sinh?(7) ( )
Aus Gleichung ([7.270]) folgt
sinh?(7) = Aa?’ (7.276)
340 '

und wir erhalten fiir die Energiedichte p(¢) denselben Ausdruck wie beim materiedo-
minierten Universum ohne Kosmologische Konstante:

pt) = 2 20 (7.277)
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Der Grund hierfiir ist die Verwendung derselben Zustandsgleichung der Materie, wo-
durch sich die Anderung der Energiedichte des expandierenden Universums auf die
Abhéngigkeit des Volumens von der Langenskala beschrinkt:

1
—|g]

P~ : V=gl = ca®(t)f(r)sin®(). (7.278)

Die Verdnderung der Dynamik des Energieinhaltes durch die Einfithrung der Kosmo-
logischen Konstanten beschrénkt sich somit auf das unterschiedliche Zeitverhalten von

a(t).

Zusammenfassung:

Wie schon beim strahlungs— und materiedominierten Universum fassen wir auch fiir
das A— dominierte Universum die wichtigsten Resultate in einer Ubersicht zusammen:

alt) & (g\/Aot) ~ t} (7.279)
00 1 A % %At %Ai
a(t) "X (5 3A0> NARNINES (7.280)
3 A 1
t = = ~ . 281
p(t) Faw 20 (7.281)

Nach einer frithen exponentiellen Inflationsphase und anschlieBenden Epochen der
Strahlungs— und Materiedominanz ist der momentan bestimmende Faktor in der zeit-
lichen Entwiklung des Universums offenbar das Vakuum.
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