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Einleitung

In dieser Abhandlung betrachten wir einige Eigenschaften von Lorentztransformatio-
nen, die meines Erachtens dem Versténdnis dienlich sind und die ich an einer zentralen
Stelle zusammenfassen mochte. Auf diese Weise wird unnétige Arbeit vermieden falls
diese Resultate erneut benotigt werden, und ich kann sie dariiberhinaus auch anderen
zur Verfiigung stellen. Es handelt sich nicht um eine Diskussion der physikalischen Aus-
sage der Lorentztransformation, es geht allein um ihre algebraische Struktur und die
Einbettung in einen geeigneten mathematischen Rahmen. Die sich daraus ergebenden
Anforderungen sind moderat; wenn wir beispielsweise die Spinordarstellung des Welt-
vektors und dessen Transformation benétigen, stellen wir die Darstellungstheorie der
Lorentztransformationen in einem kurzen Abrifl vor. Dieser Text baut gewissermaflen
auf der Abhandlung [3] iber Rotationen auf, aus welcher auch die Art des mathema-
tischen Vorgehens {ibernommen wurde.

Der physikalische Hintergrund der Speziellen Relativitatstheorie wird als bekannt vor-
ausgesetzt und und nicht weiter diskutiert; stattdessen liegt der Schwerpunkt auf der
formalen Analyse. Ich denke, der Schliissel fiir ein tiefergehendes Verstdndnis jedes
physikalischen Phénomens liegt in der geschickten Wahl der mathematischen Begriffe,
die zur Formulierung herangezogen werden. So lassen sich beispielsweise Rotationen
im Raum R? durch Quaternionen iibersichtlicher beschreiben als durch die Fundamen-
taldarstellung der Gruppe SO(3), also den Rotationsmatrizen allein [7]. Ein weiteres
praktisches Hilfsmittel ist die Theorie der Lie-Gruppen, welche neben der Einbettung
kontinuierlich parametrisierbarer Symmetrieoperationen in einen Standardformalismus
auch konkrete Resultate wie z.B. die Rodrigues—Rotationsformel generiert [3].

Zunachst werden wir die fiir die nachfolgenden Themen wichtigen Eigenschaften der
Lorentztransformation auflisten. Anschliefend bilden die einzelnen Kapitel mehr oder
weniger abgeschlossene Einheiten mit nur lockerem Zusammenhang — ein Inhaltsver-
zeichnis fiir das bequeme Heraussuchen der Themen ist daher unumgénglich. Sollte
nichts interessantes zu finden sein, hilft es zumindest, den Zeitverlust durch unnétiges
Lesen gering zu halten :-).
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1 Grundlagen der Lorentztransformation

In diesem Kapitel stellen wir aus der Literatur zur Speziellen Relativitdatstheorie einige
Eigenschaften der Lorentztransformation zusammen, auf die wir im Verlauf des Textes
zuriickgreifen werden. Als Alternative zur Standardliteratur [5], [7] beziehen wir uns
auch auf ein Vorlesungsskript zur Quantenfeldtheorie [§], welches im Anfang des ersten
Kapitels die Eigenschaften der Lorentzgruppe in komprimierter Form zusammenfaft
und das um das Jahr 2000 an der RWTH Aachen zum Download angeboten wurde:

Einfiihrung in die Quantenfeldtheorie

1.1 Isometrieforderung

In der Speziellen Relativitdtstheorie erhélt das Raum— Zeit— Kontinuum seine beson-
dere Struktur durch die Minkowskimetrik

1 0 0 ©
0 -1 0 0
w=1o o -1 ol (1.1)
0o 0 0 -1
Diese Wahl {+ — — —} der Signatur wird als ,, West Coast Metric“ bezeichnet, denn

sie entspricht den Konventionen der Teilchenphysik— Institute an der Westkiiste der

USA. Lorentztransformationen sind lineare homogene Transformationen A", welche
die Form der Minkowskimetrik unverindert lassen:
G = Au,aAV/Bgag =gw = AgAN =g (1.2)

Diese Isometrieeigenschaft der Lorentztransformation haben wir in (1.2)) sowohl in
Komponenten— als auch in Matrixform hingeschrieben. Aus letzterer 148t sich eine
Aussage iiber die Determinante von A ableiten:

det[A] - det[g] - det[A] = det[g] =  det[A] = £1. (1.3)

Transformationen des Typs werden je nach Signatur {p,q} der Metrik in der
,Orthogonalen Gruppe® O(p,q) bzw. der ,,Speziellen orthogonalen Gruppe* SO(p,q)
zusammengefafit, je nachdem, ob man sédmtliche isometrischen Transformationen zuléfit
oder sich auf Transformationen mit der Determinante 1 beschrénkt [I]. Die Bezeichnung
sorthogonal® ist irrefithrend, denn im Allgemeinen sind diese Transformationen keine
orthogonalen Matrizen. Nur wenn es sich mit ¢ = 0 oder p = 0 um die Standardmetrik
handelt sind die Transformationsmatrizen tatséchlich orthogonal:

AAT = 1. (1.4)


https://www.dropbox.com/scl/fi/dbyn1djak7ralrzwg7f3r/qft-2000.pdf?rlkey=8exkhfgfp5lcthtccpksyblh8&st=eww3db8b&dl=0

In diesem speziellen Fall werden die Matrixgruppen vereinfacht als O(n) bzw. SO(n)
bezeichnet, n = p 4 ¢ ist die Dimension des betrachteten Raumes.

Die orthogonale Gruppe der Minkowskimetrik heifit ,,Lorentzgruppe, wobei wir
uns auf Transformationen mit det[A] = 1 beschrinken werden. Die Mitglieder dieser
Untergruppe der Lorentztransformationen dndern weder die Richtung der Zeitachse
noch die Orientierung der rdumlichen Achsen und bilden die , Eigentliche orthochrone
Lorentzgruppe® SO(1,3) [8].

1.2 Polarzerlegung

Komplexe Zahlen z = x+iy sind in der komplexen Zahlenebene durch Polarkoordinaten
darstellbar

z=e%.r, (1.5)

wobei die positive Zahl r fiir den Abstand des Punktes z zum Ursprung der komple-
xen Zahlenebene steht und ¢ den Winkel zur rellen Achse beschreibt. Die Zahl e
ist ein unimodularer Phasenfaktor, und wir kénnen die Eigenschaften von r und e*
folgendermaflen zusammenfassen:

e’ (™) =1 (unimodular) (1.6)

r>0 (positiv). (1.7)

Dieses Konzept der Polardarstellung kann einem Satz der Matrixalgebra zufolge auf
invertierbare komplexe Matrizen iibertragen werden. Dieses Verfahren nennt sich ,,Po-
larzerlegung einer Matrix“ und besagt, dafl jede solche Matrix A eindeutig als das
Produkt einer unitdren Matrix U und einer hermiteschen positiven Matrix H bzw. H’
geschrieben werden kann [§]:

A=UH oder A= HU. (1.8)
Unitaritdt und Hermitezitéat driicken sich folgendermafien aus:

UUut =1 (unitér) (1.9)
H'=H bzw. HT=H (hermitesch). (1.10)

Das Symbol } fait die komplexe Konjugation (*) und die Transposition (7") zu einer
einzigen Operation zusammen. Der Ausdruck ,positive hermitesche Matrix“ besagt,
daf die rellen Eigenwerte von H bzw. H' nicht negativ sind. Bei dieser Zerlegung kann
die unitdre Matrix U links oder rechts stehen, wobei die so generierten hermiteschen
Matrizen sich folgendermafien ineinander umrechnen lassen:

H = UHU'. (1.11)



Beschranken wir die Polarzerlegung auf relle Matrizen, wird die unitdre Matrix U zur
orthogonalen Matrix R, und die positiven hermiteschen Matrizen H bzw. H' werden
zu positiven symmetrischen Matrizen P bzw. P':

A= RP oder A= PR (1.12)
Orthogonale bzw. symmetrische Matrizen erfiillen die folgenden Bedingungen:

RR" =1 (orthogonal) (1.13)
P"=P bzw. P'"=F (symmetrisch). (1.14)

In diesem Fall bedeutet der Ausdruck ,,positiv, daf die rellen Eigenwerte der symme-
trischen Matrizen P bzw. P’ nicht negativ sind. Aufgrund der Links— bzw. Rechtsstel-
lung von R sind beide Matrizen verschieden und lassen sich folgendermaflen ineinander
umrechnen:

P' = RPR". (1.15)

Wir wenden nun die Polarzerlegung auf reelle Lorentztransformationen an und erhalten

analog zu ([1.12)):
A = RA,. (1.16)

Die Matrix R beschreibt eine Drehung des Koordinatensystems, wiahrend A, die Be-
zeichnung fiir eine ,reine“ Lorentztransformation ist, welche ein Inertialsystem in ein
anderes ohne zusétzliche Drehung iiberfiihrt. Der Vektor der relativen Geschwindigkeit
beider Inertialsysteme ist hierbei beliebig im Raum orientiert. Eine reine Lorentztrans-
formation wird auch ,,Boost® genannt. Beide Anteile R und Ay sind selbst Lorentz-
transformationen mit den Eigenschaften

RR" =1 (Drehung, orthogonal) (1.17)
N, =A; (Boost, symmetrisch). (1.18)

Als Lorentztransformation muff die Drehmatrix R die Isometrieforderung erfiillen,
weswegen sie kein beliebiges Element der Gruppe SO(4) sein kann sondern zur Unter-
gruppe SO(3) gehoren mufl. Die Gleichung beschrankt ndmlich die Operation der
Drehmatrix iiber die Signatur der Minkowskimetrik auf die rdumlichen Koordinaten,
wodurch R in die folgende Blockstruktur zerfallt:

10 0 O

R= Ry € SO(3). (1.19)

Rs ’

o O O

Auch die Boosttransformation Az wird durch die Isometrieforderung eingeschrankt,
denn sie besitzt als Element der Eigentlichen orthochronen Lorentzgruppe die Deter-
minante det[A;] = 1. Thre Eigewerte sind somit echt positiv und kénnen nicht ver-
schwinden.



2 Herleitung der Speziellen Lorentztransformation

Man spricht von einer ,,Speziellen Lorentztransformation® wenn die Richtung der Re-
lativgeschwindigkeit beider Inertialsysteme auf eine der rdumlichen Koordinatenachsen
fallt. In diesem Kapitel wollen wir demonstrieren, daf3 die Isometrieforderung eine Spe-
zielle Lorentztransformation bereits bis auf einen Parameter festlegt. Der Vergleich mit
einer Galileitransformation fiir v/c < 1 verbindet diesen Parameter mit der Geschwin-
digkeit v.

Da eine Spezielle Lorentztransformation nur auf eine rdumliche Koordinate wirkt, re-
duzieren wir den Minkowskiraum auf zwei Dimensionen: z° (Zeit) und z! (Raum). In
dieser zweidimensionalen Raum— Zeit ist jede Lorentztransformation ,rein“, denn in
einer Raumdimension gibt es keine Rotationen. Wir bezeichnen die Matrixelemente der
Speziellen Lorentztransformation Ag mit a, b, ¢ und d:

As = (CC‘ Z) . (2.1)

Wir wissen bereits, daf3 diese Matrix symmetrisch sein muf3 und kénnten einen Para-
meter eliminieren. Wir wollen jedoch zeigen, dafl auch die Symmetrie aus der Isome-
trieforderung folgt. Die Metrik dieses zweidimensionalen Raum— Zeitkontinuums lautet

= (é _?) . (2.2)

2.1 Losung des Gleichungssystems

Wir setzen nun Ansatz (2.1)) in die Isometrieforderung Ag g Al = g ein und erhalten

()6 DG 8= (i 528 =6 2, o9

welches einem System von drei unabhéngigen Gleichungen entspricht:

a?—b = 1 (2.4
A —d=-1 (2.5
ac—bd = 0.



Dieses Gleichungssystem losen wir mit den folgenden Rechenschritten:

b= (c/d)a aus (
a*(1—(c/d)?) =1 aus und (
a’ = d* aus (2.8) und (2.5) (2.
v = c? aus und (2.6). (2.10

Wir fithren als Abkiirzung /5 := ¢/d ein und erhalten:

a®(1-p% =1 aus (2.11)
b= fa aus (2.7). (2.12)

Mit Hilfe der Gleichungen ((2.7) — (2.12)) kénnen wir alle Koeffizienten in dem neuen
Parameter § ausdriicken:

1
a=d= \/1—752 =: aus (2.11]) und (2.9) (2.13)

b= = % — 8 aus @12, (E13) wnd (Z10). (2.14)

Die Einfiithrung von v in den obenstehenden Gleichungen mag zunéchst iiberfliissig
erscheinen, aber der ,,Gammafaktor® ist in der Speziellen Relativitédtstheorie etabliert
und ermoglicht eine knappe und iibersichtliche Schreibweise. Die Wahl der positiven
Wurzel beim Auflésen der Quadrate wurde getroffen, um innerhalb der Eigentlichen
orthochronen Lorentzgruppe zu bleiben. Elemente dieser Matrixgruppe besitzen eine
positive Komponente A.’, wodurch die Umkehr der Zeitrichtung durch die Transfro-
mation verhindert wird. Damit lautet die Spezielle Lorentztransformation in Matrix-
gestalt:

Ae =~ (g f) . (2.15)

2.2 Der Galilei— Grenzfall

Um die Abhéngigkeit des Parameters 3 von der Relativgeschwindigkeit v zu bestimmen,
betrachten wir die Auswirkung der Lorentztransformation auf die Komponenten des
Weltvektors

(fl)) = (‘;t) . (2.16)



Wir legen an dieser Stelle fest dafl die Spezielle Lorentztransformation (2.15)) Basisvek-
toren transformiert und nicht Komponenten. Fiir die Transformation der Komponenten
benotigen wir die transponierte inverse Matrix

- B 1 -8
As = (Asl)T =7 <_6 1) : (2'17>
Aufgrund dieses Transfrormationsverhaltens nennt man die Komponenten (2.16|) kon-

travariant. Mit der Matrix A4 konnen wir die Transformation der Komponenten durch-
fithren:

(it’/) =7 (—é _@ (?) =7 (;t__g(f;) (2.18)

'\ 1 t—pf/cx
()= (1237 o0
Wir betrachten nun den Grenziibergang ¢ — oo und vergleichen ihn mit der zugehori-
gen Galileitransformation

(;) _ (i . t) . (2.20)

Die Durchfithrung des Grenziibergangs in (2.19)) ergibt zunéchst

oder

lim

i () () "

Damit der Term ¢ bei diesem Grenziibergang nicht divergiert, miissen wir davon aus-
gehen, dafl 3 sich wie 8 ~ 1/c verhilt. Als Konsequenz verschwindet der Wurzelfaktor
in (2.21)) und wir kénnen das Resultat direkt mit der Galileitransformation vergleichen:

. C:/) - (i - Bct) = <; - vt) ‘ (2.22)

Der Parameter  wird durch die z— Komponente von ([2.22)) festgelegt zu

8= % (2.23)

2.3 Einfithrung der Rapiditat x

Interessanterweise kann eine Spezielle Lorentztransformation als eine Art Drehung um
einen Quasiwinkel y mit dem Namen , Rapiditdt® aufgefait werden. Die Matrix ([2.15))

6



der Transformation Ay ist allerdings kein Element der Drehgruppe SO(2) sondern der
Lorentzgruppe SO(1,1), und sie ist insbesondere auch nicht orthogonal. Stattdessen
erfiillt Ag eine Art Antiorthogonalitiatsrelation

AAT =1, (2.24)

in welcher AZ fiir die transponierte Matrix steht, in der zusiitzlich die Nichtdiagonal-
elemente in ihr Negatives umgewandelt wurden. Schon die Transformationsmatrix Ag
fiir kontravariante Tensorkomponenten hat diese Struktur, denn sie wurde aus dem In-
versen von Ag abgeleitet, vgl. und . Diese Antiorthogonalititseigenschaft
ist auf Spezielle Lorentztransformationen beschrankt und 148t sich nicht auf allgemei-
ne Boosts iibertragen. Sie hat zur Konsequenz dass die Komponenten von Ag keine
trigonometrischen sondern hyperbolische Funktionen der Rapiditét sind:

cosh(x) 1=~ (2.25)

sinh(y) := 5. (2.26)
Tatséchlich gilt die fiir die hyperbolischen Funktionen bekannte Beziehung

cosh?(y) — sinh®(y) = 7*(1 — #?) = 1. (2.27)
Mit Hilfe der beiden Gleichungen und a8t sich die Rapiditét berechnen:

tanh(x) =08 = x= artanh(%) . (2.28)
Ausgedriickt in y lautet die Spezielle Lorentztransformation [2.15

A — <cosh(x) sinh(X)> |

sinh(y) cosh(y) (2:29)

worin die Analogie zur Rotationsmatrix besonders augenfillig ist.



3 Geschwindigkeit einer Lorentztransformation

In diesem Kapitel stellen wir ein einfaches Verfahren vor, mit dem sich die Geschwin-
digkeit bzw. der Parameter § einer numerisch vorliegenden Lorentztransformation A
berechnen 1&8t. Die Idee zu dieser Herleitung wurde dem Vorlesungsskript [8] entnom-
men.

In Abschnitt haben wir die Polarzerlegung kennengelernt, durch die sich eine Lo-
rentztransformation in das Produkt einer Drehung R und eines Boosts A, zerlegen
1a8t:

A — RAB. (3.].)
Durch die folgende Operation verschwindet der Rotationsanteil:
ANA =N, R"RA; = NJA,, (3.2)

denn R ist eine orthogonale Matrix fiir die R"R=1 gilt. Im néchsten Schritt suchen wir
eine neue Basis, welche eine rdumliche Koordinatenachse besitzt, die mit der Richtung
des Geschwindigkeitsvektors der Lorentztransformation iibereinstimmt. Wir entschei-
den uns willkiirlich fiir die Achse 2! und fithren auf diese Weise die reine Lorentztrans-
formation Ay auf eine Spezielle Lorentztransformation Ay zuriick. Die Transformation
der Basis wird durch eine Drehung Rs bewerkstelligt, die als orthogonale Matrix der
Bedingung

RsR: =1 (3.3)
unterliegt. Az berechnet sich aus Ag iiber die Transformationsgleichung
AB - RSTAsRS (3.4)

(Ausrichten des Koordinatensystems, Durchfithrung der Speziellen Lorentztransforma-
tion, Riickdrehen des Koordinatensystems). Setzen wir die Darstellung (3.4) fiir A, in

(3.2) ein, erhalten wir
AN'A = NUA, = RTALR,RTARs = RIATAGR,. (3.5)

Wir kénnen Matrix Ry vollstdndig verschwinden lassen, indem wir die Spur des Aus-

drucks bilden:
Tr[A"A] = Tr[RINLAsRs] = Tr[RsRINLAS] = Tr[ALAS]. (3.6)

Diese Spur 148t sich mit Hilfe der expliziten Darstellung von Ag berechnen:

v 8 0 0
W oy 00

As=10o 0 10 (3.7)
0 0 01



Damit erhalten wir

YA+F) 298 00
2 2 2
TY[A"A] = Tr 2705 7 (1;5) o (3.8)
0 0 0 1
=2[Y(1+8)+1] =29 [1+ 57+ 1 -] = 49~ (3.9)

Diese Beziehung zusammen mit der Form % = 1/(1 — 3?) des Gammafaktors erlaubt
die Berechnung der Geschwindigkeit aus oben berechneten Spur:

v\ 2 1 4
<E> =P =1 = Ty (810

Abschlielend fassen wir noch einmal zusammen wie sich die Parameter v und /3 eines
beliebigen Elementes A der Eigentlichen orthochronen Lorentzgruppe bestimmen lassen
wenn die Komponenten nur numerisch bekannt sind:

72 = iTr[ATA] (3.11)
4
p2=1- TATA] (3.12)



4 Der allgemeine Lorentz—Boost

Das besondere Merkmal einer Speziellen Lorentztransformation Ag ist ihre formale
Ahnlichkeit mit einer Drehung in zwei Raumdimensionen. Hierbei entspricht der Dreh-
winkel der Rapiditédt y mit

tanh(y) = 8 = % (4.1)

und in der Drehmatrix werden die trigonometrischen Funktionen durch hyperbolische
ersetzt. Falls die Richtung der Relativgeschwindigkeit mit der z'~Achse zusammenfillt,
lautet die Spezielle Lorentztransformation zur Berechnung kontravarianter Komponen-

ten (vgl. Abschnitt

cosh(y) —sinh(x) 0 0

_ | —sinh(x)  cosh(x) 0 0
As = 0 0 10 (4.2)

0 0 01

In diesem Kapitel wollen wir untersuchen, wie sich die Speziellen Lorentztransformatio-
nen Ay zu beliebigen Boosttransformationen A, erweitern lassen. Bei einer Speziellen
Lorentztransformation fallt der Vektor der Geschwindigkeit mit einer Koordinaten-
achse zusammen, wiahrend bei einer allgemeinen Boosttransformation der Vektor der
Geschwindigkeit beliebig orientiert sein kann. Dieses Programm &hnelt dem Ubergang
von Drehungen um die Koordinatenachsen zu Drehungen um eine beliebig orientierte
Achse [3]. Elegant und ein wenig exotisch ist die Beschreibung allgemeiner Rotatio-
nen mit Hilfe von Quaternionen. In der Physik geldufiger ist die Interpretation der
Drehgruppe SO(3) als Lie-Gruppe mit zugehoriger Lie—Algebra so(3), welche u.a. eine
einfache Ableitung der Rotationsformeln von Olinde Rodrigues [2] ermdglicht.

In der Physik ist es eher uniiblich reine Lorentztransformationen im Quaternionenbild
zu beschreiben, stattdessen stellt man den Weltvektor als komplexe hermitesche 2 x 2—
Matrix dar. Diese Klasse von Matrizen bildet einen vierdimensionalen rellen Vektor-
raum und ist damit zum Minkowskiraum isomorph. Dem Weltvektor wird hierbei die
Basis der Paulischen Spinmatrizen untergeschoben, was einer Abbildung auf eine kom-
plexe hermitesche 2 x 2— Matrix entspricht. Dieser Prozef macht aus dem Weltvektor
ein Element der Matrixgruppe GL(2,C). In den n#chsten Abschnitten beschéftigen wir
uns zundchst mit den Eigenschaften der Paulischen Spinmatrizen und der Einfithrung
von Lorentzspinoren und konstruieren im Anschluf eine allgemeine reine Lorentztrans-
formation explizit.
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4.1 Quaternionen und die Paulischen Spinmatrizen

In unserer Betrachtung von Rotationen [3] haben wir die Paulischen Spinmatrizen als
Matrixdarstellungen der imaginéren Quaternionen i, j und k eingefiihrt. Quaternionen
lassen sich als besondere komplexe Zahlen auffassen, die statt einer imaginédren Dime-
sion (i) deren drei (ijk) besitzen. Multipliziert man diese drei imaginidren Einheiten
miteinander, gehorchen sie Hamiltons bekannter Multiplikationsregel

2= =k =ijk=—1, (4.3)

woraus sich die Multiplikationstabelle

ij =—ji =k
jk=—kj=1i (4.4)
ki= —ik = j

ableiten 1a8t. Die obenstehende Tabelle zeigt, dafl die Multiplikation von Quaternionen
nicht kommutativ ist. Ergénzt werden die imaginéren Einheiten i, j und k durch die re-
elle Einheit 1, deren Multiplikation von links oder rechts jedes Quaternion unveréndert
1aBt. Ein beliebiges Qaternion Q kann als Linearkombination dieser Basisquaternionen
mit reellen Koeffizienten a, b, ¢, d dargestellt werden:

Q=al+bi+cj+dk. (4.5)
Die Multiplikationsregeln (4.4) der Basisquaternionen sind denen der Paulimatrizen

o; so dhnlich, dafl letztere als Darstellung der Basisquaternionen verwendet werden
konnen:

Die Paulimatrizen sind drei komplexe 2 x 2— Matrizen

R e B (5

die, wie sich unschwer nachvollziehen l&8t, hermitesch, unitdr und spurfrei sind. Sie
erfiillen die Gleichungen

01220222032:—i010203:1 (48)

sowie die Multiplikationstabelle

0109 = —020 :iﬂg
0203:—0302:i01 (49)
0301 — —0103 :iUQ.
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Wir ergénzen diese drei Matrizen durch die Einheitsmatrix 1, die ebenfalls hermi-
tesch und unitdr, aber nicht spurfrei ist. Alle vier Matrizen bilden eine Basis des
Raumes GL(2,C) der komplexen invertierbaren 2 x 2— Matrizen, weswegen jede Matrix
S € GL(2,C) geschrieben werden kann als

S:a]l+bUl+CO'2+d03. (410)

Die Koeffizienten a, b, ¢ und d sind im allgemeinen komplex. Beschrankt man sich auf
reelle Zahlen, ist die Matrix S hermitesch.

4.2 Lorentzspinoren und Transformation des Weltvektors

Bevor wir uns mit Lorentztransformationen und Lorentzspinoren befassen, moéchten
wir die mathematische Terminologie und die benétigten Methoden am Beispiel von
Rotationen vorstellen. Mit dem Begriff Spinor wird in der Physik das Verhalten eines
Objektes unter Drehungen charakterisiert. Im Rotationstext [3] haben wir Vorginge
betrachtet, welche wie die Quantenzustinde eines Spin—1/2 Teilchens ihren Ursprungs-
zustand erst nach einer Umdrehung von 47 oder 720° wieder einnehmen. Dariiberhin-
aus bezeichnet man jedes Objekt als Spinor, wenn es um dessen Rotationsverhalten
geht. Mathematisch betrachtet sind Spinoren Elemente komplexer Vektorrdume, die
sich durch ihre Dimension unterscheiden. Sie werden mit einem Index gekennzeichnet,
der die halbzahligen Werte j = 0, %, 1,--- durchlauft:
S(j) + J—Spinor mit der Dimension 2j + 1.

Der Index j ist nur ein Name fiir die Art des Spinors, er ist kein Summationsindex oder
der Index einer Tensorkomponente. Damit eine Drehung auf einen Spinor S;) wirken
kann, bendétigt sie in seinem 25 + 1-dimensionalen Vektorraum einen Stellvertreter in
Matrixform. Die Gesamtheit aller dieser (2j+1) x (2j+1) — Matrizen représentiert Ro-
tationen im Vektorraum des Spinors S(;) und wird als Darstellung D) der Drehgruppe
bezeichnet:

DY . Darstellung der Drehgruppe im Raum C%+!.
In [3] haben wir Rotationen durch die beiden Matrixgruppen SO(3) und SU(2) re-

prasentiert. Beide Gruppen ordnen wir nun in die Spinorterminologie ein:

— Rotationsmatrizen sind Elemente der Gruppe SO(3), welche Drehungen von Ob-
jekten im dreidimensionalen Ortsvektorraum R3 bewirken. In der Spinortermi-
nologie heiBen diese Objekte , reelle 1-Spinoren S(1)“, und die Gruppe SO(3) ist
eine reelle Version der Darstellung D).

— In der Quantenmechanik erfordert die Normerhaltung komplexwertiger Quan-
tenzustdnde dass Drehungen unitére Operatoren sein miissen. Betrachten wir als
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Beispiel den zweidimensionalen komplexen Hilbertraum von Spinf% Teilchen, hei-
Ben diese Quantenzustinde ., %—Spinoren Say2)“. In diesem Hilbertraum werden
Drehungen durch Elemente der Gruppe SU(2) dargestellt, welche in der Spinor-
terminologie als D1/ bezeichnet wird.

Die Matrixgruppen SO(3) und SU(2) représentieren die abstrakte Drehgruppe in den
Vektorrdumen R? und C?. Als Darstellungen sind sie hinsichtlich der Gruppenver-
kniipfung homomorph, was bedeutet, dass die Gruppeneigenschaften bei der Matrix-
multiplikation von Elementen einer Darstellung erhalten bleiben. Dessen ungeachtet
und obwohl beide Guppen als Darstellung von Drehungen auf homomorphe Weise auf-
einander abgebildet werden konnen, sie nicht isomorph. Es existiert vielemehr eine
Zwei— zu— Eins— Beziehung, die jedem Element der Gruppe SO(3) die jeweils positive
und negative Version eines Elementes der Gruppe SU(2) zuordnet. Man sagt, die Grup-
pe SU(2) iiberlagert die Gruppe SO(3) doppelt [1], [3]. Offenbar fangt die Darstellung
SU(2) gewisse Aspekte von Rotationen ein, die im Vektrorraum R? nicht zu Geltung
kommen, siehe z.B. [4].

Wir kehren nun zum Thema dieses Artikels zuriick und wenden die fiir Rotationen
vorgestellten darstellungstheoretischen Methoden auf Lorentztransformationen an. Lo-
rentztransformationen unterworfene Objekte bezeichnet man als Lorentzspinoren und
erweitert damit die oben beschriebene Spinoridee dergestalt, dafl sie auch Lorentz-
transformationen umfafit. Zu diesem Zweck fithren wir Matrixgruppen ein, welche zu
Lorentztransformationen homomorph sind und diese darstellen kénnen wie die Grup-
pen SO(3) und SU(2) Drehungen reprasentieren:

— Die Rotationsgruppe SO(3) wird durch die Eigentliche orthochrone Lorentzgrup-
pe SO(1,3) ersetzt. Eventuell vorhandene Rotationsanteile lassen sich {iber eine
Polarzerlegung abspalten ([1.12]), wobei die verbleibende Restmatrix symmetrisch
ist. Die speziellen Lorentztransformationen der Relativitatstheorie sind Beispie-
le fiir Transformationen ohne Rotationsanteil. Reine Rotationen hingegen bilden
innerhalb der 4 x 4 — Matrix einer Lorentztransformation einen 3 x 3 — Block,

siehe (|1.19).

— Die Rolle der Gruppe SU(2) iibernimmt die Gruppe SL(2,C), eine iiberraschend
unspezifische und wenig eingeschrénkte Menge komplexer 2 x 2 — Matrizen. Ahn-
lich wie bei der Lorentzgruppe SO(1,3) kénnen von diesen Matrizen unitére Antei-
le mit Hilfe einer Polarzerlegung abgespalten werden ([1.8]), wobei der verbleibende
Rest hermitesch ist.

Im Gegensatz zur unitdren Gruppen SU(2) spielen bei der Darstellung SL(2,C) die
Begriffe Dualitat und Adjunktion beziiglich des komplexen Skalarproduktes quanten-
mechanischer Zusténde eine besondere Rolle. Beide beziehen sich auf Aspekte der
Wirkung einer Transformation U auf jeweils einen Faktor im Skalarprodukt zweier
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Zustinde |a), |8) € C2. Betrachten wir zunichst die Definiton dieser Begriffe:
(U | a) = (B|Ua) (Adjungierte Transformation) (4.11)
(UYB | a):= (8| U a) (Duale Transformation) (4.12)

Fiir die auf |a) wirkenden Transformationen U und U~! werden korrespondierende
auf |3) wirkende Transformationen Ut und U™ gesucht, welche im Skalarprodukt das
gleiche Resultat liefern. In legt die Struktur des inneren Produktes von Quan-
tenzustinden den adjungierten Operator UT fest. In hingegen wird das Skalar-
produkt als ein von |3) abhéngiges lineares Funktional aufgefaft das auf den Zustand
|a) wirkt, und U ist eine aktive Transformation des Systems. Durch Entwicklung der
Zusténde |a) und |B) in der Eigenbasis einer beliebigen Observablen lassen sich die zu
U adjungierten bzw. dualen Transformationen leicht explizit berechnen [3]:

Ut =u (4.13)
U® = (Ut (4.14)

Bei unitéiren Transformationen UUT = 1 ist es nicht notwendig duale Transformationen
einzufithren wegen

({UWBa) = (81U a) = (U)'B|a) = (UB]a). (4.15)

Der Vergleich des ersten und des letzten Terms in zeigt, dass sich Inversion und
Adjunktion aufheben, wodurch U = U selbstdual wird. Es handelt sich bei diesem
Unterschied zwischen regulérer und dualer Transformation um die komplexe Version
des Unterschieds zwischen kontravarianter und kovarianter Koordinatentransformation.
Letzterer verschwindet ebenfalls wenn die Transformation orthogonal, also die reelle
Version einer unitiren Transformation ist. Der Sinn der Gleichung (zweiter und
letzter Term) wird offenbar, wenn man sich U als Drehung veranschaulicht: Der Wert
des Skalarproduktes héngt von der relativen Position der Vektoren |a) und |3) ab. Es
ist unerheblich ob |3) um U ,vorgedreht* oder |a) um U~!  zuriickgedreht* wird,
denn das Skalarprodukt ist aufgrund der relativen Position der Vektoren nach der
Transformation in beiden Fillen gleich.

In C? werden Lorentztransformationen nicht durch die Gruppe SU(2) sondern durch
die Gruppe SL(2,C) dargestellt deren Elemente L nicht selbstdual sind:

(LYB]a) = (B L") = ((LT)B|a) # (LB ]|a). (4.16)

Damit nicht nur Spinor-Kets sondern auch deren Bra—Varianten korrekt transformiert
werden konnen, verwenden wir neben den Lorentztransformationen selbst auch deren
adjungierte, d.h. transponierte und komplex konjugierte Version. Die Transposition
ergibt sich bei der Matrixmultiplikation durch die Stellung der Faktoren von selbst, die
komplexe Konjugation dagegen mufl explizit hinzugefiigt werden. Um im Riccikalkiil
den Uberblick zu behalten welcher Spinorindex wie transformiert werden soll, erhalten
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die an Bras gekoppelten Indizes einen zusétzlichen Punkt. Somit erhalten wir zwei
Varianten von Lorentztransformationen:

L,”: Gewdohnliche Lorentztransformation fiir Kets
L & Konjugierte Lorentztransformation fiir Bras

Die Einfithrung von konjugierten Lorentztransformationen und gepunkteten Indizes
erfordert eine Anpassung der Schreibweise von Spinoren und Darstellungen:

— Lorentzspinoren werden nun als Tensorprodukt eines gewohnlichen j—Spinors und
eines konjugierten k—Spinors aufgefait. Die beiden Indizes durchlaufen jeweils

getrennt die halbzahligen Werte 0, %, g

Sk : J, k—Lorentzspinor der Dimension (25 4 1)(2k +1).

Reine gewohnliche bzw. konjugierte Spinoren bekommen eine 0 als jeweils zweiten
Index:

Sjoy : Gewohnlicher j, 0-Lorentzspinor der Dimension (25 + 1)
Sior) : Konjugierter 0, k-Lorentzspinor der Dimension (2k +1).

— Wenn eine Lorentztransformation L € SL(2,C) auf einen Spinor Sz wirken
soll, geschieht das mit Hilfe der Darstellung DU*) im zugehorigen Spinorraum
der Dimension (25 4 1)(2k + 1). Man spricht von DU*) auch als Darstellung der
Gruppe SL(2,C), die damit selbst als abstrakte Gruppe aufgefafit und in den
Hilbertrdaumen von Spinoren unterschiedlicher Dimension dargestellt wird. Im
Spinorraum C? hat diese Gruppe die beiden Fundamentaldarstellungen

DGEY : Die Gruppenelemente L selbst mit den Komponenten Laﬁ

D©2) : Die konjugierte Version von L mit den Komponenten L’;B .

Bei der Untersuchung von Rotationen [3] hatten wir festgestellt, dafl jeder Ortsvektor
z € R? mit Hilfe der Paulimatrizen o; auf eine spurfreie hermitesche Matrix abgebildet
werden kann:

3 1 ;.2
x rt—T
z — (x1+ix2 3 ) = z'oy +2°0y + 103 (4.17)

Unterwirft man die Ortsvektormatrix x einer Ahnlichkeitstransformation mit unitiren
Matrizen

X =UxU"* U € SU(2), (4.18)

ergeben sich fiir diese Transformation folgende Eigenschaften:
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— Das Ergebnis x’ ist wieder eine spurlose hermitesche Matrix und bleibt somit als
Ortsvektor interpretierbar.

— Die Determinante det[x] = (x!)? + (2?)% + (2%)? &ndert sich durch diese Trans-
formation nicht, womit die euklidische Lénge von z erhalten bleibt.

Damit wirkt die unitdre Matrix U auf x wie eine Rotation. Der Ortsvektor x, aus
welchem die Matrix z abgeleitet wurde, transformiert sich als Element des R?® wie
ein (1)-Spinor. In [3] wurde die Transformationsvorschrift als Blaupause fiir
die spin — 1 Darstellung der Gruppe SU(2) bzw. der abstrakten Drehgruppe im R3
verwendet. Die Ahnlichkeitstransformation ermoglichte hier die Berechung einer
aus der unitdren Matrix U € SU(2) abgeleiteten Drehmatrix R € SO(3).

Mit diesem Wissen liegt es beim Ubergang zu Lorentztransformationen nahe, die Pauli-
matrizen o; durch die Matrix o9 = 1 zu ergénzen und den Ortsvektor zum Weltvektor
Zu erweitern:

0 3 1 2.2
T+ T —x 0 1 9 3
X — ) =zrogt+r o +xoy+203 = 2lo,. 4.19

<x1+ ir? 20— 2? ) 0 ! 2 3 p (4.19)

Drei Typen von Lorentzspinoren sind vierdimensional und kdmen fiir die Beschrei-

bung des Weltvektors (4.19) in Frage: (0,32), (2,0) und (3,3). In (4.19) haben wir

den Weltvektor als hermitesche 2 x 2— Matrix interpretiert, was der Darstellung (%, %)

entspricht. Damit ist das Transformationsverhalten festelegt und die Lorentztransfor-
mation L € SL(2,C) wirkt auf x wie folgt

Xy = %3 L,LyP = x = LxIi, (4.20)

v
wobei wir diese Wirkung sowohl im Riccikalkiil als auch als Matrixoperation formuliert
haben. Im Spezialfall einer reinen Drehung wird die Transformationsmatrix LT = L}
unitir, und (4.20) nimmt die Form der Ahnlichkeitstransformation (4.18) an. Die fiir

Lorentztransformationen notwendigen Merkmale bleiben unter (4.20]) erhalten:

— Die transformierte Weltvektormatrix x’ ist wieder hermitesch und somit als Welt-
vektor interpretierbar:

xX'T = L"x'LT = LxLT = ¥ (4.21)

— Die Determinante der transformierten Weltvektormatrix x’ bleibt erhalten, denn
wegen L € SL(2,C) gilt det[L] = 1:

det[x'] = det[L] - det[x] - det[LT] = |det[L]|? - det[x] = det[x]. (4.22)

Berechnet man sie explizit, erkennt man, daf} sie die Lange des Weltvektors bzw.
die invariante Eigenzeit reprisentiert:

det[x] = (2° +2°)(2" — 2°) — (2! +i2?) (2! — ix?)
= (')~ (@)= ()"~ («*)".
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Damit ist die Darstellung D3 beziiglich der Minkowskimetrik isometrisch und
beschreibt tatsiachlich eine Lorentztransformation.

— Die Spur der Weltvektormatrix Tr[x] = 2z° bleibt unter (4.20) nicht erhalten.
Da die Zeitkomponente des Weltvektors kein Lorentzskalar ist, besteht hierfiir
auch keine Notwendigkeit.

Damit haben wir den fiir Rotationen existierenden Homomorphismus zwischen den
Gruppen SU(2) und SO(3) dergestalt erweitert, da er die Gruppen SL(2,C) und
SO(1,3) umfaBit. Wie im Rotationsfall erhélt dieser Homomorphismus die Struktur
der Gruppenverkniipfung, ist aber kein Isomorphismus. Es besteht vielmehr eine Zwei—
zu— Eins— Beziehung, die jedem Element der Gruppe SO(1,3) die positive und negative
Version eines Elementes der Gruppe SL(2,C) zuordnet. Diese Art von Beziehung nennt
man ,,doppelte Uberlagerung®.

4.3 Lorentz—Boosts in der Darstellung SL(2,C)

Als Element der Gruppe SL(2,C) ist die Matrix L invertierbar und kann mit Hilfe einer
Polarzerlegung eindeutig in einen unitéren Anteil U € SU(2) und einen hermiteschen
Anteil L, zerlegt werden. In haben wir diese Zerlegung fiir A € SO(1,3) bereits
durchgefiihrt und iibertragen das Verfahren nun auf L € SL(2,C):

L=ULg (entspricht A € SO(1,3))
UUut =1 (entspricht R € SO(3)) (4.24)
L =1L, (entspricht Ay € SO(1,3)).

Die unitire Matrix U € SU(2) ist ein Element der Darstellung D(/?) welche eine
abstrakte Rotation im Raum der 1/2-Spinoren umsetzt. In unserem Rotationsskript
[3] war tatsdchlich diese Darstellung ein frithes Resultat der Einfiihrung von Achse
und Winkel als Parameter einer Drehung. Diese Parametrisierung legt ndmlich nahe,
Drehungen durch Rotationsquaternionen zu beschreiben, welche mit Hilfe der Pau-
limatrizen direkt in eine Matrix U € SU(2) umgerechnet werden koénnen. Die
Darstellung D™, welche aus Elementen der Gruppe SO(3) besteht, haben wir hiervon
ausgehend in einem weiteren Schritt konstruiert.

Sowohl hermitesche als auch unitdre Matrizen kénnen in der Basis der Pauli-
matrizen dargestellt werden. Im letzteren Fall ist a reell, b, ¢ und d sind rein imaginér
und die Summe der Absolutquadrate aller vier Koeffizienten ergibt 1. Der Boostanteil
Ly einer Lorentztransformation dagegen hat als hermitesche Matrix nur reelle Koeffi-
zienten. Beide Dartstellungen fiir U und Ly sind einander so dhnlich, dass wir das in
[3] vorgestellte Verfahren auf Lorentz—Boosts iibertragen werden. Hierbei ersetzen wir
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den Drehwinkel durch die Rapiditéit x und machen fiir L einen Ansatz, den wir im
Vergleich mit der aus [3] bekannten Form fiir unitére Matrizen présentieren:

U= e 020 — ¢o5(0/2) oy — isin(f/2)n
L, = e W21 — cosh(y/2) oy — sinh(x/2)n. (4.25)
n= nla'l + n20'2 + n30'3

Der Ausdruck n steht fiir den Einheitsvektor, der die Richtung der Drehachse oder
der Relativgeschwindigkeit vorgibt, je nachdem ob es sich um eine Drehung oder um
eine Lorentztransformation handelt. Analog zu Olinde Rodrigues’ Darstellung [2] ei-

ner Rotation mit Hilfe des Halbwinkels haben wir in (4.25) die ,Halbrapiditdt® y/2
eingefithrt. Damit wird der Lorentz—Boost durch folgende Gréflen parametrisiert:

x : Rapiditat des Boosts

n': a-Komponente des Normalenvektors n der Relativgeschwindigkeit
n?: y-Komponente des Normalenvektors n der Relativgeschwindigkeit
n®: 2z Komponente des Normalenvektors n der Relativgeschwindigkeit.

Die Exponentialfunktion in ist als Potenzreihenentwicklung des Operators n zu
verstehen, dessen gerade Potenzen im cosh und dessen ungerade Potenzen im sinh zu-
sammengefalt wurden. Auf diese Weise entsteht das Gegenstiick zur Eulerschen For-
mel, deren Gebrauch bei der Hintereinanderausfithrung zweier Boosts zu empfehlen
ist. Im allgemeinen kommutieren die den Normalenvektoren zugeordnenten Operato-
ren n ndmlich nicht, weswegen die bekannten Exponentialgesetze durch die Baker—
Campbell- Hausdorff- Formel ersetzt werden miissen. Aus dem Vergleich von (4.25))
und lassen sich die Koeffizienten eines Lorentz—Boosts ablesen:

a = cosh(x/2) b= —sinh(x/2)n' c¢= —sinh(x/2)n* d= —sinh(x/2)n* (4.26)

Das Minuszeichen entspricht dem Minuszeichen in den Koeffizienten der Speziellen
Lorentztransfromation (4.2]). Die Komponenten von n sind normalisiert woraus

(n1)2+ (n2)2+(n3)2:1 = d-V-F"-d=1 (4.27)

folgt. Ly besitzt als hermitesches Element der Gruppe SL(2,C) die Gestalt

_(a+d b—ic
LB_(IH—Z’C a—d)’ (4.28)

wodurch sich (4.27)) als Aussage iiber die Determinante auffassen 1af3t, welche diese
erwartungsgemaf auf den Wert

I
—_

det[Ls] = a* —b* — & — d* (4.29)
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festlegt. Der von n abgeleitete Operator n verhélt sich selbst wie ein Normalenvektor:

n’ = (n'oy +noy + n3a'3)2

= [+ () + () oo+

e+ [nan — nin} o3+ i[n3n1 — nlnﬂ oo+ i[n2n3 — n3n2} o,

(4.30)

=1.

Schliefflich 148t sich zeigen, dafl die Boosttransformation zur Rapiditit —y die inverse
Transformation zu derjenigen mit der Rapiditét y ist:

Ls(X)Ls(—x) = e~ (x/2m /2 o~ [(x/2)-(x/2)n _ ¢ (4.31)

Hier kommutiert der Operator n mit sich selbst, so dafl die elementaren Rechenregeln
der Exponentialfunktion anwendbar sind.

4.4 Additionstheorem fiir parallele Geschwindigkeiten

In der Relativitédtstheorie bedeutet das Addieren von Geschwindigkeiten die Hinterein-
anderausfithrung zweier Lorentz—Boosts. Hierbei ist zu beachten, dafl die Boosttransfor-
mationen innerhalb der Eigentlichen orthochronen Lorentzgruppe keine Untergruppe
bilden, denn sie werden in der Gruppe SO(1,3) als symmetrische und in der Gruppe
SL(2,C) als hermitesche Matrizen dargestellt. Das Produkt zweier hermitescher bzw.
symmetrischer Matrizen ist nicht notwendigerweise selbst wieder hermitesch bzw. sym-
metrisch, denn fiir zwei hermitesche Matrizen A und B gilt

(AB)' = B'A" = BA + AB. (4.32)

Dieses Produkt ist offenbar nur dann hermitesch, wenn A und B vertauschen. Das
hat zur Konsequenz, dafl die Multiplikation hermitescher bzw. symmetrischer Matri-
zen keine abgeschlossene Verkniipfung ist und daf die Hintereinanderausfithrung zweier
Lorentz—Boosts im allgemeinen keine reine Boosttransformation ergibt. Allerdings kann
das Ergebnis mit Hilfe der Polarzerlegung immer als das Produkt einer Boost-
transformation und einer zusétzlichen Drehung interpretiert werden:

Ap(ng, x2) As(ny, x1) = R(ng, 0) As(ng, x)

(4.33)
Ly(ng, X2) Ls(ny, x1) = U(ng, 0) Ls(ng, X),
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je nachdem, ob die Matrixgruppe SO(1,3) oder SL(2,C) zur Darstellung der Lorentz-
gruppe herangezogen wird. Die Parameter in (4.33)) haben folgende Bedeutung:

n; : Normalenvektor der Relativgeschwindigkeit des ersten Boosts

ny :  Normalenvektor der Relativgeschwindigkeit des zweiten Boosts

n, . Normalenvektor der Relativgeschwindigkeit des resultierenden Boosts
n, : Normalenvektor der Rotationsachse der zusétzlichen Drehung

x1 : Rapiditét des ersten Boosts
X2 : Rapiditit des zweiten Boosts
X : Rapiditit des resultierenden Boosts

6 : Rotationswinkel der zusétzlichen Drehung.

Die Drehung R(n, 6) bzw. U(n g, 0) heiBt , Thomas— Wigner Rotation“ nach Llewellyn
Thomas und Eugene Wigner [9], [10]. Von diesem Begriff ist der bekanntere Ausdruck
», Thomas Prézession“ abgeleitet, welcher bei der Spindynamik eine Rolle spielt und
eine kontinuierliche Drehung beschreibt, die durch die Aneinanderreihung differentieller
Lorentztransformationen entsteht.

Wir betrachten nun den Sonderfall zweier gleichgerichteter Boosts, deren Transformati-
onsmatrizen kommutieren und deren Produkt wieder ein reiner Lorentz—Boost ist ohne
zusétzliche Thomas— Wigner Rotation. Die Exponentialdarstellung aus 148t sich
hier direkt verwenden, da der dem Normalenvektor n zugeordnete Operator n natur-
geméf} mit sich selbst vertauscht:

Lo(n, x2) Lo(n, x1) = e~ 0@/2me=0a/2n — o=l0a/2+0/2In = [ (5 v, +,). (4.34)

Die Hintereinanderausfiihrung zweier gleichgerichteter Boosts entspricht also der Ad-
dition ihrer Rapiditéten:

X = X1+t Xe- (4.35)
Dem Additionstheorem des Tangens Hyperbolicus zufolge gilt

tanh(x1) + tanh(x2)
1 + tanh(y;) tanh(ys) ’

woraus sich mit Hilfe von (4.1) das aus der Speziellen Relativitdtstheorie bekannte
Additionstheorem des f—-Faktors bzw. der Geschwindigkeit v ergibt:

gDt it
1+ 3152 1+ viva/c

Die hier vorgestellte Addition relativistischer Geschwindigkeiten verwendet allgemeine
Lorentztransformationen der Form (4.25) und erweitert damit die elementare Lehr-
buchmethode [5], die von Speziellen Lorentztransformationen ausgeht. ist ein
Ansatz der bisher nur durch die formale Analogie zum Rotationsfall gerechtfertigt ist
und unter dem die Hermitezitdt und die Determinante der Ortsvektormatrix erhal-
ten bleibt. Dass auch das relativistische Additionstheorem aus diesem Ansatz folgt,
unterstreicht seine Plausibilitét.

tanh(x) = tanh(x; + x2) = (4.36)

(4.37)
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4.5 Lorentz—Boosts in der Darstellung SO(1,3)

Ein interessanter Punkt bei der Untersuchung von Rotationen [3] war die Konstruktion
der Rotationsmatrix R € SO(3) fiir eine beliebige Drehung. In diesem Abschnitt werden
wir analog dazu die Darstellung einer beliebigen Boosttransformation A, € SO(1,3)
herleiten. Zu diesem Zweck transformieren wir die Komponenten des Weltvektors
mit Hilfe von L und lesen anschliefend aus dem Ergebnis die Komponenten der Matrix
Ay ab. Wir werden in den Rechnungen die allgemeine Form fiir L verwenden
und erhalten so A in einer Gestalt, die dhnlich zu derjenigen der allgemeinen Rotation
in [3] ist.

Als ersten Schritt berechnen wir das Produkt XLL, wobei zu beachten ist, daff auf-
grund der Hermitezitdt der Boosttransformation L =1L, gilt. Dabei helfen indizierte
Komponenten unsere Rechnungen eleganter zu formulieren:

{a"} :={a,b,c,d}. (4.38)

Griechische Indizes laufen wie {iblich iiber die Werte {0, 1,2,3} und lateinische iiber
die Werte {1,2, 3}.
xL, = (x“au) (a“au) = (3300'0 + ﬂfio'i) (GOO'o + (Zia'i)
(4.39)

= 2%° oo+ 20 (aiai) + a’ (gsiai) + (:v’b-,-) (aiai).

Die gleiche Aufspaltung in Zeit— und Ortsindizes wird bei der Berechnung von x’ bei-
behalten:

x' = LyxL}
= zY (a0)20'0 + 2%° (aiai) + (a0)2 (xiai) +a° (a:icri) (aiai) + - (4.40)
oo 4 2%° (aiai) +2° (a’b’i) (aicri) +a° (aia'i) (xioy-) + (aicri) (xiai) (aicri).

Wir multiplizieren nun die Klammern aus und schreiben die Summen explizit, wobei
wir wieder auf die nichtindizierten Koeffizienten zuriickgreifen. Die einzelnen Resultate
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lassen sich unschwer nachvollziehen:

(a'c;) (d'o;) = [V*+ ¢ + d°|og (4.41)

(2'03) (o) = [ba' 4 ca® 4+ da’|og+ - - (4.42)
-+ izt —a?blos +i[a’ b — a'd]oy +i[2?d — 2°c]oy

(a'c;) (z'o;) = [ba' 4 ca® 4+ da’|og+ - - (4.43)
-+ i[ba® — ca'loy + i[da! — ba’|oy +i[ca® — daP]o

(a'o) (z'0;) (o) = [(0* — & — d*)a' + 2bcx® + 2bd 2*| oy + - - - (4.44)

c+ [( =0 = d*)a® 4+ 2bca’ +2cd oy + -
4 [(® =0 = )2’ + 2bdxt + 2cd 2] o

Die imaginéren Anteile von (4.42)) und (4.43]) verschwinden, da in (4.40]) nur die Summe
beider Ausdriicke vorkommt:

(.CEiO'i) (aiai) + (aiai) (xia'i) =2 [b:vl +ex® + dasﬂa‘o. (4.45)

Damit sind nach dem Zusammenfassen alle Komponenten von (4.40) rell:

x = LyxLl, = 2%+ 2" o +2'%0y + 2303

[(a +0 4+ +d2)$ +2ab ' + 2ac2? +2adx]0'o+---
+ [(a®+0* = = d®)x’ + 2bax’ + 2bc 2* + 2bd ¥ oy + - - - (4.46)
-+ [( b2+02—d2)x2+20ax0—|—20bx1+20dx]a'g—i—---

4 [(a® =0 = &+ d?)a® + 2dax® + 2dbx' + 2dca®] o,

Aus der Gleichung (4.46)) konnen die Komponenten der Boosttransformation A, abge-
lesen werden:

a’+ b+ A+ &2 2ab 2ac 2ad
2ab a4+ b2 — 2— d? 2bc 2bd
Aw = 2ac 2bc a’— b2+ - d? 2¢d (4.47)
2ad 2bd 2cd a?— b — 2+ d?

Die Parameter a, b, c und d enthalten die Rapiditdt y und die Richtungskomponenten
des Geschwindigkeitsvektors n:

a = cosh(x/2) b= —sinh(x/2)n' c¢= —sinh(x/2)n®> d = —sinh(x/2)n’. (4.48)

Etwas gelaufiger ist die Form von Ay in welcher die Rapiditdat y durch die Gréfen
und § ausgedriickt wird:

cosh(x) =~ (4.49)
sinh(x) = 5. (4.50)
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Zur Herleitung verwenden wir einige Rechenregeln mit denen bestimmte Terme hy-
perbolischer Funktionen des Halbwinkels als Funktionen des Vollwinkels geschrieben
werden konnen:

cosh?(x/2) — sinh®(y/2) = 1 (4.51)
cosh?(x/2) + sinh®(x/2) = cosh(x) (4.52)
2 cosh(x/2) sinh(x/2) = sinh(y) (4.53)
2sinh?(/2) = cosh(x) — 1 (4.54)

Mit Hilfe von (4.51)) 148t sich eine Beziehung zwischen den den Komponenten a, b, ¢
und d ableiten:

- -F-d*=1. (4.55)

Damit lassen sich die Diagonalelemente von Az kompakter darstellen:

a’+ b*+ A+ d? 2ab 2ac 2ad
B 2ab 14 2v% 2bc 2bd
Ap = 2ac 2bc 14 2¢2 2¢cd ’ (4.56)
2ad 2bd 2cd 1+ 2d?

Setzen wir die Ausdriicke (4.48) fiir a, b, ¢ und d ein und rechnen sie in Funktionen des
Vollwinkels um, kénnen wir gewisse Komponenten [Agz]#, der Boostmatrix schreiben
als:

[As]% = a®+ b+ *+ d* = cosh(x) = v (4.57)
[Au]', = 1+426% = 1+ (cosh(y) — 1)n'> = 1+ (y—1)n*? (4.58)
[As]°, = 2ab = —sinh(x)n' = —y3n! (4.59)
[As]'y = 2bc = (cosh(x) — 1) n'n? = (y —1)n'n?. (4.60)

Die restlichen Komponenten lassen sich auf einfache Weise nach demselben Schema
berechnen und die Matrix des Lorentz—Boosts in v und  ausgedriickt lautet

gl —yBn' —ypn? —ypn’
fnt (Dl (-t (3t
—yBn? (y=Dn'n?  (y=Dn*+1 (y—1)n*n?
—yBn® (y—1)n'n? (v — 1) n?n3 (y—=1)n¥+1

Ay = (4.61)

Schlieflich wollen wir noch priifen, ob Geschwindigkeiten entlang der Koordinatenach-
sen die korrekten Speziellen Lorentztransformationen reproduzieren. Fiir die Lorentz-
transformation entlang der rdumlichen Achse 7 gilt

n'=1, n* =0 (fiir k #1). (4.62)
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Wir bezeichnen diese Speziellen Lorentztransformationen mit AY und erhalten

v =B 0 0 cosh(x) —sinh(x) 0 0
o _ =8 v 0 0] [—sinh(x) cosh(x) 0 0
Ay = 0 0 10| 0 0 10 (4.63)
0 0 01 0 0 0 1
v 0 —8 0 cosh(x) 0 —sinh(x) 0
0O 1 0 O 0 1 0 0
@ _ _
A = -8 0 4 0] [—sinh(x) 0 cosh(x) 0 (4.64)
0O 0 0 1 0 0 0 1
v 0 0 —p cosh(x) 0 0 —sinh(x)
f 0 10 0 0 10 0
@) _ —
A = 0 01 0 B 0 0 1 0 (4.65)
—yB 0 0 —sinh(x) 0 0  cosh(x)

Offenbar generiert die Form (4.61]) einer allgemeinen Lorentz-Boosttransformation
tatsichlich die korrekten Speziellen Lorentztransformationen A, was als weitere Be-
stitigung des Ansatzes (4.25)) gelten kann.

4.6 Lorentz—Boosts und die Lie—Algebra so(1, 3)

Sobald man sich eingehender mit Symmetrieoperationen wie Rotationen oder Lorentz-
transformationen befasst, kommt man um eine Auseinandersetzung mit der Theorie
der Lie-Gruppen nicht herum. Wir haben z.B. in der Abhandlung [3] zu Rotationen
festgestellt, dal die Kenntnis der Lie-Algebra s0(3) eine einfache Herleitung der Ro-
tationsformel von Olinde Rodrigues gestattet. In diesem Abschnitt wollen wir dieses
Programm fiir die Lorentzgruppe SO(1,3) wiederholen und herausfinden, wie das Ge-
genstiick der Rodrigues—Rotationsformel fiir reine Lorentztransformationen aussieht.

Wir beginnen mit der Untersuchung der Matrixeigenschaften, welche fiir die Mitglieder
von SO(1,3) und so(1,3) verbindlich sind. Die durch die Minkowskimetrik induzierte
Isometrieforderung an die Elemente A der Gruppe SO(1,3) haben wir bereits in ([1.2))
erwahnt:

AgA = g. (4.66)

Lie-Gruppe und Lie-Algebra stehen im gleichen Verhéltnis wie eine Differenzierbare
Mannigfaltigkeit zu einem ihrer Tangentialvektorraume. Jeder Punkt einer Mannigfal-
tigkeit bzw. einer Lie—-Gruppe wird von deren lokalen Eigenschaften bestimmt, weswe-
gen sich im Umkehrschlufl ihre globalen Eigenschaften in jedem Punkt wiederfinden
lassen. Insbesondere kann eine Lie-Gruppe ohne Beschrankung der Allgemeinheit in
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der Umgebung des Einselementes A = 1 betrachtet werden, welchem das Nullelement
der Lie-Algebra zugeordnet wird. Es mag hilfreich sein, sich diesen Prozess vorzustel-
len indem man eine Tangentialebene an einem ausgewéahlten Punkt einer Kugelfliche
anbringt. Unter diesem Gesichtspunkt betrachten wir nun in der Gruppe der Lorentz-
transformationen eine stetig differenzierbare Kurve A(t) der Gestalt

Alt) = e™ mit teR. (4.67)

Der Theorie der Lie-Gruppen zufolge erzeugt die Exponentialabbildung aus Elementen
der Lie—Algebra Mitglieder der zugehotrigen Lie-Gruppe. Umgekehrt erhélt man durch
das Ableiten einer Kurve von Gruppenelementen in t=0 ein Element der Lie-Algebra.
Dieser Prozefl entspricht dem Erzeugen eines Tangentialvektors durch das Differenzie-
ren einer Kurve in einer Punktmannigfaltigkeit. Wir nutzen diesen Umstand aus und
differenzieren in der Umgebung des Einselementes der Lorentzgruppe, d.h. an
der Stelle t=0. Auf diese Weise entsteht aus der Isometrieforderung an die Gruppen-
clemente A aus SO(1,3) eine Forderung an die Elemente M der Lie-Algebra so(1,3):

CAOeNm]| = SA0- g8 0|+ Mg L8|
= Mgl + 1gM™ = 0 (4.68)
= (Mg)" =—Mgy. (4.69)

Im Letzten Schritt haben wir von der Symmetrie g” = g des Metrischen Tensors Ge-
brauch gemacht. Mit ist zwar nicht M schiefsymmetrisch, wohl aber das Produkt
Mg. Diese ,erweiterte Schiefsymmetrie“ wird im Fall einer euklidischen Metrik mit
g = 1 zur echten Schiefsymmetrie wie beispielsweise im Fall der Lie Algebra s0(3). Die
Eigenschaften (4.66) und passen gut zu den Mitgliedschaften von A € SO(1,3)
und M € so(1,3):

— Die Hintereinanderausfiihrung von Lorentztransformationen (Matrixmultiplika-
tion) ist unter der Isometrieforderung abgeschlossen, denn es gilt

A1A2 g (AlAQ)T = A1A2 gAgAqi - AlgAT = . (470)

Eine Linearkombination von Lorentztransformationen erfiillt die Isometrieforde-
rung im Allgemeinen nicht und ist daher selbst keine Lorentztransformation.
Anders ausgedriickt, Lorentztransformationen bilden beziiglich der Matrixmulti-
plikation eine Gruppe, aber beziiglich der Addition keinen Vektorraum.

— Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafl die erweiterte Schiefsymmetrie (4.69))
der Matrizen M fiir Linearkombinationen erhalten bleibt. Das Matrixprodukt
zweier Elemente M; und M, hingegen besitzt diese Eigenschaft nicht:

(MiMyg)" = (Mygg "M g)" = (Mag) g (M g)"

1 (4.71)
= Mygg  Myg = MaMyg # —MMsg.
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Beim zweiten Schritt wurden (4.69) und die Symmetrie des Metrischen Tensors
ausgenutzt. Die Lie—Klammer, die hier die Form eines Kommutators besitzt, ist
die charakteristische Operation dieser Algebra. Sie darf als Algebraoperation von
50(1, 3) nicht aus der Klasse der erweitert schiefsymmetrischen Matrizen M her-
ausfithren:

([M1,M2] g)T = (MlMQQ)T - (M2M1 g)T

(4.72)

= MQMlg — MlMgg = — [Mth]g.
Bei der Berechnung der transponierten Produkte konnten wir auf zuriick-
greifen. Die hier beschriebenen Eigenschaften machen die erweitert schiefsymme-
trischen Matrizen zu einem Vektorraum und zu einer Algebra in Bezug auf die
Lie-Klammer; beziiglich der Matrixmultiplikation bilden sie jedoch keine Gruppe.

Als néchstes konstruieren wir eine Basis fiir die Lie-Algebra so(1, 3), indem wir als Zwi-
schenschritt eine Basis fiir die schiefsymmetrischen 4 x 4-Matrizen M g suchen. Der hier
vorgestellte Ansatz erweitert in naheliegender Weise die Basis der dreidimensionalen
Lie-Algebra so(3) aus [3] zu einer Basis des sechsdimensionalen Raumes schiefsymme-
triscer 4 x 4-Matrizen:

0 -1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
Myg=1o o o o Mig=1{y o o 1
0 0 0 0 0 0 -1 0
0 0 -1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 —1
Mag=11 o o o Msg=1o o o o (4.73)
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 —1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
Msg=1o o o o Meg=10 1 o o
1 0 0 0 0 0 0 0

Die Basismatrizen M; selbst erhilt man durch Rechtsmultiplikation mit ¢~!, wobei drei
schiefsymmetrische und drei symmetrische Matrizen entstehen. Es ist an dieser Stelle
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sinnvoll, die Bezeichnung der Basismatrizen zu wechseln:

o 1 0 0 o 0 0 O
10 0 0 o 0 0 0
Fe = o 0 0 O o= 0O 0 0 -1
o 0 0 O o 0 1 0
o o0 1 0 o 0 0 O
o 0 0 0 0O 0 0 1
by = 10 0 0 Ty = o 0 0 O (4.74)
o 0 0 O 0O -1 0 0
o 0 0 1 o 0 0 0
o 0 0 O 0O 0 -1 0
P = o 0 0 O o= o 1 0 0
10 0 0 o 0 0 O

Bei den Basismatrizen P,, P, und P, handelt es sich offensichtlich um die Erweiterung
der Generatoren der Drehgruppe SO(3) in eine ,,Null-Dimension®, vgl. [3]. W&hrend
die Generatoren J,, J, und J, der Drehguppe auf diese hinzugefiigte Dimension keine
Wirkung haben, involvieren P,, P, und P, gerade diese Null- oder Zeitdimension.
Damit ist es naheliegend, sie als Generatoren von Speziellen Lorentztransformationen
entlang der Koordinatenachsen zu interpretieren. Alle sechs Basismatrizen entstehen
durch Differentiation der entsprechenden Elemente der Lorentz— bzw. Drehgruppe,

vergleiche hierzu (4.63))—(4.65) und [3]:

d d

d
Pp= ——AQ( P = — L A®( p— Loy A
A B A, S AP (4.75)
d d d
Jo = — Rle,, 1) L =g R(e,,t) L, = — Rle.) . (4.76)

Das Minuszeichen in (4.75]) ist das Resultat der in Abschnitt [2.2] vereinbarten Konven-
tionen beziiglich kontravarianter Komponenten. Der Parameter ¢ hat die physikalische
Bedeutung der Rapiditéit x bei Lorentzboosts bzw. des Drehwinkels 6 bei Rotationen.

Schon bei Quaternionen und Paulimatrizen hat sich herausgestellt dass eine Multipli-
kationstabelle eine gute Methode ist, die Beziehungen zwischen den Gruppenelemen-
ten auf kompakte Weise zusammenzufassen. Beim Studium einer Lie-Algebra geht es
allerdings nicht um die Matrixmultiplikation der Elemente B;, sondern um die Alge-
braverkniipfung, also die Lie-Klammer [B;, B;]. Die Ergebnisse dieser Lie-Klammern
definieren sog. ,,Strukturkonstanten® C’Z-jk wie folgt:

[Bi, Bj] = C@jkBk' (4.77)

In (4.77) haben wir die Generatoren P; und J; zusammenfassend als B; bezeichnet.

Durch explizite Berechnung erkennt man daf} die Strukturkoeffizienten der Lie—Algebra
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50(1,3) in mehrere Gruppen zerfallen. Fiir die Boostgeneratoren gilt

[P, P)| = P, 1 47k gerade Permutation von zy z
[P,,P,] =P, p = C’Z-j”C = ¢ —1 ijk ungerade Permutation von zyz (4.78)
[P, P = P, 0 sonst.

Fiir die Rotationsgeneratoren gilt:

(S Y] = s 1 ijk gerade Permutation von x vy z
Sy, o] = T p = C’ijk = ¢ —1 ¢jk ungerade Permutation von zyz (4.79)
[z S = Jy 0 sonst.

Kommutatoren, die beide Gruppen von Generatoren mischen, haben die Gestalt:

[Py, Jy| = [Js, B)] = P, 1 ijk gerade Pm.(zy 2)
[P, J.] = [J,,P.] = P, p» = C;;* =< —1 ijkungerade Pm.(zyz) (4.80)
P, J,| = [J., P] = P, 0 sonst.

In Abschnitt haben wir bereits festgestellt, dafl die Rotationsgruppe SO(3) in der
Lorentzgruppe SO(1,3) enthalten ist. Dieses driickt sich bei der Lie-Algebra so(1, 3)
darin aus, daf§ deren Basis diejenige der Lie-Algebra so(3) in eine ,Null“— bzw. Zeit-
dimension erweitert. Im Folgenden wollen wir uns auf reine Lorentztransformationen
konzentrieren und beschrénken uns daher fiir den Rest des Abschnittes auf den von
den P; aufgespannten Unterraum der Lie-Algebra so(1, 3).

Die Generatoren P,, P, und P, der Boosts entlang der Koordinatenachsen erméglichen
eine Art Achse-Winkel Konstruktion eines allgemeinen Boosts. Hierfiir wiahlen wir die
Parametrisierung innerhalb der Lie-Algebra so(1, 3) folgendermaflen:

tn =t (n*P, +n'P,+n*P,) mit (n*)*+ (n¥)*+ (n*)* = 1. (4.81)

Die hier eingefithrte Grofle n ist die Darstellung eines Richtungsvektors n in der Lie—
Algebra so0(1,3) und der Parameter ¢ steht fiir die Rapiditét. Aus diesen Elementen
der Lie-Algebra erzeugen wir die zugehorigen Lorentztransformationen A(n,t) durch
Anwendung der Exponentialabbildung:

o (tn)" . (4.82)

WE

Aln,t) = e'™ =

i

0

An dieser Stelle sei noch einmal darauf hingewiesen, dafl die Generatoren P; nicht
kommutieren und dafl somit die elementaren Rechenregeln fiir die Exponential-
funktion nicht anwendbar sind. Eine Zerlegung nach dem Vorbild der Eulerschen Formel
ist ebenfalls nicht moglich, da n? = £1 in diesem Fall nicht gilt. Stattdessen
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miissen wir die Potenzreihenentwicklung (4.82)) auswerten, iiber die die Exponential-
funktion definiert ist, und bendétigen hierfiir weitere Informationen zu den Potenzen
des Richtungsvektors n. Zunéchst fassen wir diesen in einer Matrix zusammen:

0 n* nY n
n* 0 0 0
n=1.0 0 o0 (4.83)
n® 0 0 0
Die Potenzen von n lassen sich durch explizite Berechnung bestimmen:
n’ =1 (4.84)
0 n* nY n?
1 _|In® 0 0 0
L I (4.85)
n® 0 0 0
1 0 0 0
s 10 n*%  n'n¥ n*n?
70 nvee 2 nns (4.86)
0 n*n® n*n?Y n*?
0 n* nY n®
3 _|n® 0 0 0|
=10 0 o =™ (4.87)
n® 0 0 0

Bei der Berechnung wurde die Normierung (n*)? + (n¥)?+ (n*)? = 1 der Richtungsvek-
torkomponenten ausgenutzt. Die zunéchst seltsam aussehende Beziehung n® = n ohne
daB gleichzeitig n? = 1 gilt erklirt sich aus der Nichtinvertierbarkeit von n, dessen
Determinante verschwindet. Mit f sind alle Potenzen des Richtungsvektors
bekannt

n’ =1
n?*tl = n 0<k<oo (4.88)
n?* =n?> 1<k<oo,

und die Exponentialdarstellung (4.82)) des Lorentzboosts zerfillt in drei Anteile:

t2k+1 tQk

Aln,t) = 1 + 20: ST 21: o] .n?. (4.89)

Die noch verbleibenden Summen enthalten keine Generatoren mehr und konnen als
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Potenzreihendarstellungen der Hyperbolischen Funktionen zusammengefafit werden:
0 g2k+1

sinh(t) = Z 2T

0
e tQk

cosh(t) = Z oh (4.91)

0
Damit lautet die Darstellung (4.89)) des Lorentzboosts folgendermafien:

A(n,t) = 1 + sinh(¢) -n + (cosh(t) — 1) -n?. (4.92)

(4.90)

Um herauszufinden, ob diese Form der reinen Lorentztransformation mit dem friither
gefundenen Ausdruck (4.61]) vertréiglich ist, ersetzen wir die hyperbolischen Funktionen
der Rapiditdt y durch v und g und erhalten:

Aln,t) =1 —v8-n+ (y—1)-n°. (4.93)

Das zusétzliche Minuszeichen wurde geméf (4.59) hinzugefiigt um eine Transforma-
tionsmatrix fiir Komponenten und nicht fiir Basisvektoren zu erhalten. Explizit ausge-
schrieben lauten die Terme von (4.93)):

0  y8n" B8nY ~Bn*

vBn* 0 0 0
V6 -n = vBrv 0 0 0 (4.94)
v6n? 0 0 0
-1 0 0 0
| 0 (v =Dn” (v=Dntn? (v - 1)nn?
== 0 e (- (-1 (4.95)

0 (y=1n'n* (y=1n'n* (y—1)n*

Durch das Zusammensetzen aller drei Anteile von (4.93)) erhélt die Boostmatrix die
Form

gl —yBn* —Bn? —yBn*
—y8n" (y=Dn+1 (y=1)n"n?  (y—1)n"n
—yBn? (y—1)n*n¥  (y—1)n**+1 (y—1)n'n?
—yBn* (y—1)n*n*  (y—1)nn*  (y—1)n"+1

Damit haben wir bewiesen dafl die aus der Lie-Algebra so(1,3) abgeleitete Beschrei-
bung von Lorentz—Boosttransformationen das gleiche Resultat liefert wie die von Qua-
ternionen inspirierte Darstellung durch Paulimatrizen, die wir am Anfang dieses Kapi-
tels eingefiihrt hatten.

A(n,t) = (4.96)

Abschliefilend wollen wir die Wirkung des Lorentzboosts (4.92) auf einen Weltvektor

ct
z = (ct, Q)T = ;j (4.97)
z
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im Detail untersuchen und auf elementare Vektoroperationen zuriickfithren. In (4.97))
haben wir einige Doppelbezeichnungen eingefiihrt die wir auflosen miissen. Wir belassen
es bei x als Bezeichnung fiir den Weltvektor selbst und die rdumliche Komponente
des Ortsvektors x, da sich beides aus dem jeweiligen Zusammenhang heraus leicht
unterscheiden 148t. Den Parameter ¢ des Lorentzboosts hingegen nennen wir wieder Y,
um Verwechslungen der Rapiditdt mit der Zeit ¢ zu vermeiden. Zunéchst berechnen
wir den Effekt der Potenzen des Richtungsvektors n und n? auf x:

n‘r +ny +ncz
ct n®
nr= . = ((D&%Ctﬂ)

ct n®

T

(4.98)

ct
s | WPz +nYy+nf)n, | r
8= (e 4oy )y | (@D (4.99)

(nx + nYy +n*z)n,

Diese Ergebnisse setzen wir in (4.92) ein und erhalten auf diese Weise die Zeit— und
Ortskoordinaten von x nach dem Boost:

(Al x) )@ = cosh(x) et + sinh(x) (n z)
(4.100)

[A(n.x) 2™ = [sinh(x) et + cosh(y) (m2)]n + z— (n2)n.

Diese Form einer reinen Lorentztransformation ist das Gegenstiick zur Rotationsformel
von Olinde Rodrigues. Um die Ausdriicke besser interpretieren zu kénnen, fithren wir
die parallele und die orthogonale Komponente von z in Bezug auf die Richtung n des
Boosts ein:

z) = (n,z)n = zn o
z, =z—(n,z)n =220 '

Setzen wir diese Komponenten des Ortsvektors in (4.100]) ein, erhélt der transformierte
Ortsvektor die Form

n. )z 1 = cos c sin x
[Aln,x) 2] h(x) et + sinh(x) 7 (4.102)

[A(n, x)x]@) = [sinh(x) ¢t + cosh(x)z|n + z .

Man erkennt jetzt, dafl jede reine Lorentztransformation eine Spezielle Lorentztrans-
formation entlang des Richtungsvektors n ist, wobei die zu n senkrechte Komponente
von z unverdndert bleibt. Auch wenn diese Erkenntnis keine besondere Uberraschung
ist und eine allgemeine reine Lorentztransformation auch ad hoc hétte so konstruiert
werden konnen, ist zumindest eine brauchbare Kontrolle unserer Rechnungen.
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Die Nebeneinanderstellung dieses Ausdrucks mit der Rodrigues—Rotationsformel zeigt,
wie sehr sich beide Gleichungen dhneln [3]:

[A(n, x) x}(Ct) = cosh(x) ct + sinh(x) x|
[A(n, X)x]@) = [sinh(x) ct + cosh(x)z]n + z (4.103)
R(n,0)z = [cos(f)n, — sin(0)n, |z, + z).

Die in der Rodrigues-Formel verwendeten Vektoren n, und n, bilden eine orthonor-
male Basis innerhalb der Drehebene, wobei der Vektor n; in Richtung von z | zeigt.
Natiirlich besitzen die Parameter n und x bzw. # unterschiedliche physikalische Bedeu-
tungen; n bezeichnet die Richtung des Lorentzboosts bzw. der Drehachse, y steht fiir
die Rapiditédt und 6 fiir den Drehwinkel.
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5 Die Thomas—Wigner Rotation

Unsere Untersuchung der Addition von Geschwindigkeiten hat in Abschnitt erge-
ben, dafl die Hintereinanderausfithrung zweier Lorentz—Boosts im allgemeinen keine rei-
ne Boosttransformation mehr ist. Stattdessen enthélt das Resultat einen als ,, Thomas—
Wigner Rotation® bezeichneten unitdren Anteil, der mit Hilfe einer Polarzerlegung
abgespalten werden kann und den wir in diesem Kapitel genauer untersuchen
werden. Zu diesem Zweck vergleichen wir das Produkt zweier Boosts mit der Polarzer-
legung einer Lorentztransformation und versuchen, Informationen iiber die Parameter
des Rotationsanteils zu gewinnen.

5.1 Gemeinsame Darstellung von Boosts und Rotationen

Fiir die folgenden Rechnungen bendétigen wir fiir Lorentz-Boosts und Rotationen ei-
ne einheitliche Schreibweise. Drei fiir diesen Zweck geeignete Kandidaten haben wir
im letzten Kapitel kennengelernt: Quaternionische Zahlen sowie die Matrixgruppen
SL(2,C) und SO(1,3). Wir wihlen die Gruppe SL(2,C), weil uns seit Abschnitt
mit den Paulimatrizen ein Werkzeug zur Verfiigung steht, mit dem sich algorithmische
Manipulationen an den Elementen dieser Matrixgruppe auf elegante Weise durchfiihren
lassen. Die Gruppe SL(2,C) repréasentiert die gesamte Eigentliche orthochrone Lorentz-
gruppe und enthélt als Spezialfille

— hermitesche Matrizen: Diese stehen fiir Lorentz—Boosts und bilden selbst keine
Gruppe.
— spezielle unitdre Matrizen: Diese beschreiben Rotationen und bilden die Unter-

gruppe SU(2).

Die explizite Form eines Lorentz—Boosts erhalten wir mit Hilfe der verallgemeinerten

Eulerschen Formel (4.25)):
Ly = e /2™ — cosh(y/2) o — sinh(x/2)n

(5.1)
n= n10'1 + n20'2 + n303
Dieser Ausdruck dhnelt sehr der Darstellung einer Rotation als Quaternion [3]:
U= eI = cos(6/2) + sin(6/2)n
. (5.2)

n=n'i+n?j+nr’k
Mit Hilfe der Paulimatrizen kann auch das Rotationsquaternion U als komplexe 2 x 2—
Matrix geschrieben werden:
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Die Matrizen o, sind die Paulimatrizen o; ergédnzt durch die Einheitsmatrix . Damit
agieren Lorentz-Boosts und Rotationen im gleichen Darstellungsraum:

Ly(ng, x) = cosh(x/2) ¢ — sinh(yx/2)ny (5.4)
Ulng,0) = cos(0/2) oy — isin(0/2) ny. (5.5)

Hierbei ist ny (bzw. n,) der Richtungsvektor der Geschwindigkeit des Lorentz—Boosts,
und ny (bzw. ny) ist der Normalenvektor der Drehachse der Rotation. Wie zu Beginn
des Kapitels angedeutet haben die Matrizen Ly(ng, x) und U(ng,#) trotz ihrer dhnli-
chen Form unterschiedliche Eigenschaften:

Lz(ng,x): Hermitesch, nur Element von SL(2,C)
U(ng,0): Unitédr, Element von SL(2,C) und von SU(2).

5.2 Polarzerlegung des Produktes zweier Boosts

Die Zerlegung einer allgemeinen Lorentztransformation L in ihren reinen Anteil L,

und eine Rotation U kann wie in ((1.8)) beschrieben auf zweierlei Weise geschehen:
L =UL, =LU
/ i C (5.6)

L, = ULgU

Bevor wir die Polarzerlegung zweier Lorentz—Boosts im Detail besprechen, sollten wir
verstehen, wie sich diese beiden Zerlegungsmethoden voneinander unterscheiden. Zu
diesem Zweck setzen driicken wir L, durch (5.1]) aus und erhalten:

L, = U (cosh(x/2) o¢ — sinh(x/2)n) U'
= cosh(x/2) o¢ —sinh(x/2) UnUT . (5.7)
=: cosh(x/2) ¢ — sinh(x/2) n’

Die der Rotation U folgenden bzw. vorausgehenden Boosts L, und Ly besitzen also
dieselbe Rapiditdat y. Die Richtungen n’ bzw. n der beiden Transformationen sind
jedoch verschieden:

n = UnU". (5.8)

Dieser Ausdruck beschreibt die Drehung des dem Vektor n zugeordneten (%, %)—Spinors

n durch den unitidren Operator U. Ist also die Zerlegung einer allgemeinen Lorentz-
transformation L in Ly und U bekannt, 148t sich L/, einfach durch Drehung des Nor-
malenvektors n ermitteln:

L, = Ly(UnU", y). (5.9)
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Fiir den Rest dieses Kapitels beschranken wir uns auf den Fall
L =ULyg (5.10)

in welchem der Boost der Rotation vorausgeht und wenden uns nun der Komposition
zweier Boosttransformationen zu.

Das Produkt zweier Lorentz-Boosts bestimmen wir mit Hilfe der Rechenregeln fiir die
Paulimatrizen (4.8) und deren Multiplikationstabelle (4.9):

0l=0=03>= —ioi0005=1 (5.11)
0109 = —020 :iﬂg
0203:—0302:i01 (512)
0301 — —0103 :7:0'2.

Unter Ausnutzung dieser Beziehungen lautet das Produkt zweier Boosts
Lp(ng, X2) Li(ny, x1) =
= (cosh(x2/2) o9 — sinh(x2/2) ny) (cosh(x1/2) o9 — sinh(x1/2)n;). (5.13)
= ch;chyog — shychyn; — shych; ny + shy shyngn,

Um die Ubersicht iiber die Terme in ((5.13)) zu behalten haben wir naheliegende Abkiir-
zungen der Gestalt chy = cosh(x;/2) usw. eingefithrt. Der Ausdruck nsn; hat die
Struktur eines Clifford— Produktes, welches in die Summe eines inneren und eines
duleren Produktes zerfallt:
non,; = (né 0'2) (njl G'j)
3
:;nlznﬁao+i(n§n%—n§n%)ag +--- (514

(31 1.3 (203 3,2
---+@(n2n1—n2n1)0’2—|—2(n2n1—n2n1)0'1

= (ny,ny) 00 + inaA Ny

Das duBere Produkt nsAn; falt die Terme mit den Komponenten von n, X n; in einer

kompakten Schreibweise zusammen. Setzen wir in ein, erhalten wir:
L(ng, X2) Ly(ny, x1) = (chy chy + shy shy (n,n,)) o9 — -+ 5.15)
-++—shychon; — shachyng + ish;shona A ny
Andererseits ergibt die Polarzerlegung der resultierenden Lorentztransformation
Ulng, 0) Lp(ng, x) =
= (cos(0/2) og — isin(6/2)ny) (cosh(x/2) oo — sinh(x/2)ny), (5.16)

= coschog — ¢sinchny — cosshny + ¢sinshngng
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worin wir dieselbe Art von Abkiirzungen eingefiihrt haben wie in ([5.13]). Das Clifford—
Produkt der Achsen ny und ny lautet (vgl. (5.14)):

ngng = (Ng,Ng) 00 + iNgAnDg. (5.17)
Nach Einsetzen des Clifford— Produktes ((5.17)) in den Ausdruck (5.16)) erhalten wir

U(ng,0) Ly(ng, x) = (cosch +isinsh (n,,ny)) o9 — -
(5.18)

-+ —cosshny — sinshnzAn,; — 7sinchng

Der Polarzerlegungssatz besagt, daff man mit der Darstellung des Pro-
duktes zweier Lorentz—Boosts gleichsetzen kann. Beide Gleichungen enthalten einen
Skalarteil () und einen Vektorteil, die jeweils beide in einen Realteil und einen Ima-
ginérteil zerfallen. Durch den Vergleich dieser vier Anteile ergeben sich vier Gleichungen
in den Groflen 0, x, n, und n:

chy chy 4 shy shy (ny,n,) = cosch
sinsh (ny,n,) =0
shy chon, + shychyny = cosshn, + sinshn,xn,

shy shy n; X n, = sinchn,.

Da die obenstehenden Gleichungen gelten komponentenweise, weswegen wir von der
Darstellung in Paulimatrizen zur Vektorschreibweise iibergehen konnten.

5.3 Plausibilitit des Gleichungssystems

Es ist gewifl von Vorteil, vor den ersten Losungsversuchen die Plausibilitit des Glei-
chungssystems - zu diskutieren und zu iiberpriifen, ob bereits bekannte
Spezialfille durch diese Gleichungen reproduziert werden. Zunéchst jedoch beschéfti-
gen wir uns mit zwei Eigenschaften, die sofort ins Auge fallen:

— Gleichung besagt, dafl wegen (n,,n,) = 0 die Drehachse n, senkrecht zur
Geschwindigkeitsrichtung n, der resultierenden Lorentztransformation steht. In
den Féllen sin(6/2) = 0 und sinh(x/2) = 0 bleibt das obenstehende Skalarpro-
dukt zwar unbestimmt, allerdings ist fiir § = 0 die Lage der Drehachse und fiir
x = 0 die Lage des Geschwindigkeitsvektors irrelevant.

— Gleichung besagt, dal wegen n, X n, ~ n, die Drehachse n, senkrecht zu
den Geschwindigkeitsrichtungen n, und n, der kombinierten Boosts steht. In den
Féllen sinh(x1/2) = 0, sinh(x2/2) = 0 und sin(6/2) = 0 bleibt die relative Lage
des Kreuzproduktes zur Drehachse allerdings unbestimmt. Die Frage nach der
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relativen Orientierung der Drechachse in Bezug zu den Boostgeschwindigkeiten
verliert jedoch ihren Sinn, wenn wegen x; = 0 bzw. o = 0 jeweils ein Geschwin-
digkeitsvektor verschwindet oder wenn wegen 6 = 0 keine Drehung stattfindet.

Insgesamt steht also die Drehachse n,, der Thomas—Wigner Rotation sowohl senkrecht
zu den Ausgangsgeschwindigkeiten als auch senkrecht zur Endgeschwindigkeit nach
der Addition, weswegen die Vektoren n,, n, und n, in einer Ebene liegen miissen. Die
Rotation findet ebenfalls in dieser Ebene statt, womit die hierzu senkrechte Dimension
vom Prozefl der beiden Lorentztransformationen génzlich unberiihrt bleibt. Das war zu
erwarten, weil die Symmetrie des Vorgangs diesen auf die von n; und n, aufgespannte
Ebene beschrénkt.

Als néchstes iiberpriifen wir die Gleichungen ((5.19)) — (5.22)) anhand einiger Sonderfille,
deren Ergebnis wir bereits kennen:

v; =0 bzw. v =0:

Bei verschwindendem vy bzw. v, trigt jeweils nur ein Lorentz—Boost zum Ergebnis bei.
In Gleichung ([5.22)) verschwindet wegen x; = 0 bzw. y2 = 0 die linke Seite und legt so
den Drehwinkel fest:

sin(0/2) =0 = 6=0. (5.23)

Mit € = 0 ist Gleichung (5.20) automatisch erfiillt und liefert keine zusétzlichen Infor-
mationen. Es bleiben noch zwei Gleichungen, die wir fiir x; = 0 hinschreiben:

(5.19) :  cosh(x2/2) = cosh(x/2)

. (5.24)
(5.21) - sinh(x2/2)n, = sinh(x/2)n,

Damit sind die Gréflen y und n, ebenfalls festgelegt und wir konnen zusammenfassen:

vy=0: 6=0, xX=x2, Ny,=n
S (5.25)
'UQZO: 0:0, X = X1, ng ="ng

Das hier ebenfalls angegebene Resultat fiir v, = 0 148t sich analog zum Fall v; =0
berechnen. Fiir die Lorentztransformationen selbst gilt:

Ly(ny, x2) Ls(ny,0) = Ls(ny, x2) (5.26)
LB(ﬂgao) LB(Ele) = LB(Ql’Xl)' '

Dieses Resultat ist korrekt, denn ein Lorentz—Boost mit der Rapiditat 0 wirkt wie die
Identitatsoperation.
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Parallele Geschwindigkeiten:

Besitzen die beiden Lorentz—Boosts Lg(n, x1) und Lz(n,, x2) parallele Geschwindig-
keiten, verschwindet mit n, = n, das Kreuzprodukt der beiden Richtungsvektoren. Auf
diese Weise wird der Drehwinkel 6 durch Gleichung (5.22)) festgelegt:

sin(6/2) =0 = 6=0. (5.27)
Mit € = 0 ist Gleichung (5.20) automatisch erfiillt und liefert keine zusétzlichen Infor-
mationen. Es bleiben noch die beiden Gleichungen

(5.19) :  chy chy 4+ shyshy, = ch
; (5.28)
(5.21]) : [Shl chy + shy Chl] n, = shn,

die mit Hilfe der Additionstheoreme fiir hyperbolische Funktionen umgeformt werden
konnen zu

cosh(x2/2 + x1/2) = cosh(x/2)

[sinh(x2/2 + x1/2)] m; = sinh(x/2)n,,

Als Resultat ergibt sich das bereits aus Abschnitt bekannte Additionstheorem fiir
parallele Geschwindigkeiten:

(5.29)

ny=n;: 6=0 xo+xi=x, n =n, (5.30)
Fiir die Lorentztransformationen selbst lautet dieses Theorem

Ls(ny, x2) Ls(ng, x1) = Ly(ng, x2 + x1)- (5.31)

Im Fall paralleler Geschwindigkeiten erhalten wir somit ebenfalls ein korrektes Resultat.

Galileischer Grenzfall:

In einem nichtrelativistischem Szenario sind die Geschwindigkeiten v, vy und v klein
gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ¢, wodurch die Rapiditédten sich den zugehorigen
Geschwindigkeiten anndhern, vgl. die Einfithrung der Rapiditat (2.28]) in Kapitel

v

ven XA (5.32)

Wir werden nun die Gleichungen (5.19) — (5.22)) in erster Ordnung in den Geschwin-

digkeiten auswerten und schreiben

1
ch;~ 1 Shlz—zﬂ
2c
1U2
hy ~ 1 hy ~ —— 5.33
Chy Sllp 9 ¢ ( )
1
ch =1 sh m—g.
2¢c
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Der Faktor 1/2 ist eine Folge der Halbrapidititen mit denen die Funktionen ch und sh
im letzten Abschnitt definiert wurden. In dieser Ndherung verschwindet die linke Seite

von Gleichung ([5.22)) und wir kénnen schlielen:
0=0: cos(@/2)=1, sin(0/2)=0. (5.34)

Die ersten beiden Gleichungen ((5.19) und ([5.20|) degenerieren ohne weiteren Informa-
tionsgewinn zu den trivialen Identitdten 1 = 1 und 0 = 0. Es bleibt noch die Gleichung
(5.21)), die in dieser Naherung die Gestalt

1v; 1 vy 1lv

oo T o R = 5oy (5.35)
annimmt. Vereinigen wir Betrag und Richtungsvektor der Geschwindigkeiten zu vek-
toriellen Groflen, erhalten wir mit

vLce:r 0=0, v +u,=uv, (5.36)

die nichtrelativistische vektorielle Addition von Geschwindigkeiten. Dieses Resultat ist
also ebenfalls korrekt und dient somit der weiteren Plausibilisierung des untersuchten
Gleichungssystems.

5.4 Losung des Gleichungssystems

Fiir die Berechnung der gesuchten Groflen 6, x und n, ist das System von Gleichun-
gen aus Abschnitt zu unhandlich, weswegen wir von den beiden Vektorgleichungen
und einfachere skalare Gleichungen ableiten werden. Zur besseren Nach-
vollziehbarkeit notieren wir das Ausgangssystem — hier noch einmal:

chy chy + shy shy (n;,n,) = cosch (5.37)
sinsh (ng,ng) = 0 (5.38)
shy chyn; + shochyn, = cosshn, + ---

~o o+ shyshoth [(ng,ny) ny — (14, 15) 1] (5.39)
shy shy ny X ny, = sinchng. (5.40)

Gleichung ((5.39) entsteht aus (5.21)) durch Ersetzen des Terms sinn, durch ([5.40]) und
anschliefende Anwendung der BAC' — C'AB Regel auf das so entstandene doppelte

Kreuzprodukt. Aus diesem Gleichungssystem lassen sich die folgenden ergénzenden
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Beziehungen ableiten:

shy chy + shychy (ny,ny) = cossh(ng,ng) + -

-+ shyshy th (g, 1) (1, 1) — (15, 1)] (5.41)
shy chy (ny,n,) + shychy = cossh (n,,n,) + -

-+ shyshy th [(ny, 1) — (25, 19) (14, 05)] (5.42)
shy shy /1 — (ny,n,)? = sin ch. (5.43)

Die Gleichungen (j5.41)) und ((5.42)) entstehen durch Bildung des Skalarproduktes von
5.39) mit den Richtungsvektoren n, bzw. n,. Fiir (5.43) wurden die Betrége der in
5.40) auftretenden Vektoren mit Hilfe der BAC — C'AB Regel berechnet:

(np,ng) =1 (5.44)
(g X ny)(ny X my) = (ﬂh ny X (1 X ﬂz)) = 1—(ny,n,)* (5.45)

Das Quadrieren und anschlieBende Wurzelziehen erweckt den Eindruck eines méglichen
Verlustes von Vorzeicheninformationen. Tatséchlich ist das nicht der Fall, da die Gréfen
shy, shy, und sin ohne Beschriankung der Allgemeinheit positiv gewdhlt werden kénnen:

— Die Faktoren sh; = sinh(x;/2) und shy = sinh(y2/2) sind fiir negative Rapi-
ditdten bzw. Geschwindigkeiten selbst negativ. Die von uns gewihlte Parametri-
sierung der Lorentztransfromationen mit Hilfe der Richtungsvektoren n; und n,
ermoglicht es uns, alle Informationen zur Orientierung der Geschwindigkeiten in
den Richtungsvektoren auszudriicken. Die Rapiditdten y; und y» lassen sich auf
diese Weise immer positiv wéhlen.

— Die Faktoren sin = sin(f/2) und cos = cos(6/2) sind aufgrund der verwendeten
Halbwinkel im Bereich 0 < # < 7 beide nicht negativ. Jeder Winkel auflerhalb
dieses Bereiches kann durch Umkehr der Orientierung der Drehachse auf einen
Winkel innerhalb dieses Bereiches zuriickgefithrt werden. Auch hier verhindert
die geschickte Orientierung des Normalenvektors n, negative Koeffizienten.

Aus dem Gleichungssystem ((5.37) — (5.43) konnen wir nun mit

dem Rotationswinkel § der Thomas-Wigner Rotation
der Rapiditéit y des resultierenden Lorentz-Boosts

dem Richtungsvektor n, der resultierenden Geschwindigkeit

alle gewiinschten Groéflen berechnen.
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Der Winkel der Thomas—Wigner Rotation:

Im ersten Schritt dividieren wir Gleichung durch Gleichung und elimi-
nieren so den Term ch = cosh(x/2). Wir erhalten einen Ausdruck fiir tan(6/2), aus
dem mit Hilfe elementarer Umrechnungsformeln auch sin(6/2) und cos(6/2) bestimmt
werden konnen:

tan(9/2) = she V1 () (5.46)

chy chy + shy shy (ﬂp 22)

sin(0/2) = st sho V1~ ()" (5.47)

\/ch% ch3 + sh sh3 + 2 ch; chy shy shy (1, 1)

chy chy + shy shy (ny, ny)

cos(0/2) = -
\/Ch% ch3 + sh? shj + 2 ch; chy shy shy (1, ny)

(5.48)

Wie sich leicht nachvollziehen 148t, verschwindet die Thomas-Wigner Rotation fiir die

im Abschnitt betrachteten Sonderfille:

Einzelne Boosts v =0, v =0:
Parallele Boosts n, = +n, : 6 =0. (5.49)
Galileischer Grenzfall v, < ¢, 19 < ¢:

Rapiditat des resultierenden Boosts:

Da nun die Ausdriicke sin(f/2) und cos(#/2) bekannt sind, kann sowohl Gleichung
(5.37) als auch Gleichung (/5.43)) zur Berechnung der Rapiditit y herangezogen werden.
Wir erhalten in beiden Fiéllen

cosh(x/2) = \/ch% ch? + sh? sh2 + 2 chy chy shy shy (0, 1n,) . (5.50)

Dieses Resultat reproduziert fiir die im letzten Abschnitt behandelten Sonderfiille die
bekannten Ergebnisse:

Einzelne Boosts v =0, v3=0:  XxX=xX1, X= X2 (5.51)
Parallele Boosts n, = +n,: X = X1 £ X2 (5.52)
Galileischer Grenzfall v; < ¢, vy < c: v =1v; + v,. (5.53)

Wihrend sich die ersten beiden Beziehungen problemlos aus (5.50) ablesen lassen, ist
zum Galileischen Grenzfall eine Erlauterung angebracht. Gleichung (5.53)) entsteht aus
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(5.50) durch Entwicklung aller Terme fiir kleine Rapiditéiten x ~ v/c bis zur zweiten
Ordnung:

1, 1, 1, 1
I+ gX ~AfL+ —XT+ x5+ sxixe (2, 1)

TR VE
1 1 1
L4 oxd g+ e ()
= X=X+ X+ 2xixe (n,1) . (5.54)
= ¥ =0} + v} + 20109 (0, 0)

= (v,v) = (uy,v1) + (U, 09) + 2(vy,0,) = (vy + 2y, v; +1y)
= V=10 + Uy

Die Entwicklung des Ausdrucks (5.50) fiir kleine Geschwindigkeiten fiihrt also erneut

zum klassischen vektoriellen Additionsgesetz.

Richtungsvektor der resultierenden Geschwindigkeit:

Die zwei Komponenten des Richtungsvektors n, werden durch das System der beiden

linearen Gleichungen ((5.41)) und (5.42)) festgelegt:

shy chy + shychy (ny,n,) = cossh(ng,n;) + ---

-+ shyshy th [(ng,0) (04, 15) — (124,15)] (5.55)
shy chs (ny,ny) + shach; = cossh(ng,ny) + -
~o A shyshoth [(ng,ny) — (n4,05) (0, m,)]. (5.56)

Da der Vektor n sich in der von n,; und n, aufgespannten Ebene befindet, kénnen wir
letztere Vektoren als Basis verwenden und schreiben:

n, = n'n, + n’n,. (5.57)

Diese Basis ist im allgemeinen nicht orthogonal sondern schiefwinklig, und die im
obenstehenden Gleichungssystem auftretenden kovarianten Komponenten (n,, n,) und
(ng,n,) des Vektors n, miissen nicht mit den gesuchten kontravarianten Komponenten
n' und n? iibereinstimmen. Zwischen beiden Typen von Komponenten vermittelt der
metrische Tensor g;; = (n;,n;), mit dessen Hilfe die Indizes herauf- bzw. herunterge-
zogen werden koénnen:
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In unserem Fall haben der metrische Tensor g;; und sein Inverses g¥ die Gestalt

9= ((n, y "1) (5.50)

21722)

@=Lty ") o (5.60)

ﬂpﬂz) ﬂ17ﬂ2)2

womit sich die Beziehung zwischen kovarianten und kontravarianten Komponenten ex-
plizit hinschreiben 148t:

(1 o (21722>2) nl = (ﬂB?El) + (ﬂhQQ)(ﬂBuﬂZ)

o (5.61)
(1= (n4,1m9)%) 0 = (p,19) + (14,129) (12,1
(R ) = n' + (ny,15) 0’
R (5.62)
(g, 1) = 0” + (1, 19) 0
Eine weitere hilfreiche Relation 148t sich aus ((5.48) und (5.50) ableiten:
chy chy + shy shy (ny,ny) = cos(6/2) cosh(x/2). (5.63)

Mit Hilfe dieser Relation 148t sich spéter der Rotationswinkel 6 aus dem Gleichungssy-
stem ([5.55]) und ([5.56]) eliminieren. Wir beschreiben nun die notwendigen Umformungen
des Gleichungssystems in einem kurzen Abrif3:

— Jede der beiden Gleichungen wird zunéchst mit dem Faktor (ny, n,) multipliziert
und anschlieend von der anderen abgezogen.

— Die kovarianten Komponenten (n,,n;) werden mit Hilfe von (5.62)) durch die

—B’=J
kontravarianten Komponenten n' ersetzt.

— In beiden Gleichungen entsteht vor jedem Term der Faktor (1 —(ny, QQ)Q), den wir
wegkiirzen konnen. Als Folge dieser Division ist ist das Gleichungssystem nicht
mehr fiir parallele Normalenvektoren (n;,n,) = +1 giiltig, da der obengenannte
Faktor in diesem Fall verschwindet.

Nach diesen Umformungen hat das Gleichungssystem die Gestalt
chy sh; = cosshn! — sh; shy th [n2 + (ny,n5) nl] (5.64)
chy shy = cosshn® + shy shy th[n' + (n;,ny) n?]. (5.65)
Jetzt ersetzen wir den Term cos durch Gleichung (5.63) und erhalten
Chg Sh1 = Ch1 Ch2 th nl — Sh1 Shg th 7’L2 (566)
chy shy = shy shy thn! + (ch1 chy + 2 sh; shy (4, QQ)) thn?. (5.67)
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Dieses Gleichungssystem &8t sich folgendermaflen 16sen:

Sh1 Sh2
thn' = —(1+ 2 5.68
) (5.68)
Ch2 Sh2
thn? = . 5.69
n Ch2 ( )

Wir verzichten an dieser Stelle auf die Uberpriifung der Losung durch Reduktion auf
bekannte Spezialfille und zeigen stattdessen im néchsten Abschnitt, daf§ die oben-
stehenden Komponenten n! und n? zur bekannten relativistischen Addition beliebig
orientierter Geschwindigkeiten dquivalent sind.

5.5 Additionstheorem fiir nichtparallele Geschwindigkeiten

Gelegentlich ist in der Literatur und in Internetforen zu lesen, die Herleitung des rela-
tivistischen Additionstheorems zweier beliebig gerichteter Geschwindigkeiten sei etwas
mithsam. Unser Ansatz und unterstreicht diese Aussage durchaus, da er
dem bekannten Resultat (vgl. z.B. [5]) nicht im mindesten dhnelt. Der Grund des un-
terschiedlichen Erscheinungsbildes ist die Verwendung der Halbrapiditéiten x1/2, y2/2
und x/2, die sich nicht direkt in Geschwindigkeiten ausdriicken lassen. Fiir die Um-
wandlung von Rapiditdaten in Geschwindigkeiten mit Hilfe von

tanh(x) = % (5.70)
miissen wir daher hyperbolische Funktionen der vollen Rapiditét generieren:

cosh(x) = cosh?(y/2) + sinh?(x/2) (5.71)

sinh(x) = 2 cosh(x/2) sinh(x/2) (5.72)

fanh(y) = —22anh00/2) (5.73)

1 + tanh?(x/2)
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Fiir die Herleitung des Additionstheorems benétigten wir Terme, die zwischen Aus-
driicken in Halbrapiditdten und Ausdriicken in vollen Rapiditdten vermitteln:

2 ch; sh;
tanh(y;) = ———b i€ {1,2 5.74
anh(x;) s {1,2} (5.74)
h? + sh?
|+ tanh?(y) = o2 (5.75)
ch
1 — tanh®(x;) = ! (5.76)
= ch? + sh} '
ch? + sh?

1+ tanh(x;) tanh(x2) (ny,ny) = (5.77)

(chf + shf) (chj +sh3)’

Diese Beziehungen lassen sich mit Hilfe der elementaren Rechenregeln fiir hyperboli-
sche Funktionen sowie dem Ausdruck (5.50) fiir (ny,n,) unschwer nachvollziehen. Die
benotigten Geschwindigkeiten setzen wir aus Betrag und Richtungsvekor zusammen:

1 1 1
—v = tanh(x)n, — v, = tanh(x1)n, — vy = tanh(x2) n,. (5.78)
c c c

Wir betrachten nun die Komponenten der resultierenden Geschwindigkeit

1
—v = tanh(x)n'n; + tanh(x)n’n, (5.79)
c

etwas genauer und eliminieren mit Hilfe von (5.74)—(5.77)) alle Ausdriicke in Halbrapi-
ditéten:
ch? thn! shy (ch? + sh3)

tanh(y)n' = 2 —5—— = 2
anh(x)n ch? + sh? ch; (ch? 4 sh?)

tanh(x;) + tanh(x2) (1 —y/1- tanhQ(X1)> (ny,ns)

_ 5.80
1 + tanh(x1) tanh(x2) (14, ny) 50
tanh(x) n® = 2 ch? thn? 5 chy shy
an n=424—5—"5 = 45 5
X ch®4+sh® 7 ch® 4 sh?
tanh(x2)y/1 — tanh®(x1)
_ (5.81)

1 + tanh(x;) tanh(x2) (ny, 1)

Die obenstehenden Beziehungen kénnen am einfachsten in umgekehrter Schlufirichtung
iiberpriift werden, indem man jeweils die Terme mit vollen Rapiditédten auf den vorge-
gebenen Ausdruck in Halbrapiditédten zuriickrechnet. SchliefSlich fassen wir die beiden
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Komponenten (5.80) und (5.81]) geméB (5.79)) in einer Vektorgleichung zusammen, er-

setzen die Rapiditidten durch Geschwindigkeiten und erhalten

1 1 1
Eﬁl + EUZ (ny,n9) 2y + \/ I 'U%/CQ EU2 [22 - (DDEQ)EJ

! (5.82)
—U = . .
c L+ (vy,0y)/c?

Offenbar tragen die zu v, parallel bzw. senkrecht stehenden Anteile von v, in verschie-
dener Weise zur resultierenden Geschwindigkeit bei:

Vg = V2 (11, 105) 1y (paralleler Anteil) (5.83)
vy = Ua[ny — (ny,m5) ny]  (senkrechter Anteil). (5.84)

Mit den Abkiirzungen vy und v, lautet das relativistische Additionstheorem fiir be-
liebig gerichtete Geschwindigkeiten

1
= 1 —v?/c? . 5.85
U= T 00,)) 3 {21 + Vg 1/ vi/c Qu} (5.85)

Diese Form des Additionstheorems findet man auch in der Standardliteratur [5], wo
es auf weit einfachere Weise hergeleitet wird als hier. Damit ist Gleichung eine
weitere Bestétigung des Gleichungssystems - sowie der zugrundeliegen-
den Darstellung von Lorentz—Boosts als hermitesche Matrizen aus der Gruppe
SL(2,C). Dariiberhinaus ist uns in diesem Abschnitt gelungen, das Additionstheorem
fiir beliebig orientierte Geschwindigkeiten ausgehend von allgemeinen algebraischen
Eigenschaften der Lorentztransformation in einem Top— Down— Verfahren abzuleiten.

5.6 Diskussion des Rotationswinkels

Um ein Gefiihl fiir die Eigenschaften des Rotationswinkels 6 zu bekommen, verwenden

wir Gleichung ((5.46)) und schreiben sie folgendermafien um:

thy thy /1 — (ny,n,)?  thy thy sin(y)
1 +thythy (ny,n,) 14 th;thy cos(y)’

tan(6/2) = (5.86)
Das Skalarprodukt (n;,n,) haben wir im letzten Schritt durch den Winkel v zwischen
den Geschwindigkeitsvektoren der beiden Lorentz—Boosts ausgedriickt. Die Grofien thy
und thy hatten wir als Abkiirzung fiir tanh(x;/2) und tanh(ys/2) eingefiihrt. Es sind
monotone Funktionen der Rapiditdten und somit auch der Geschwindigkeiten v; bzw.
v9 mit den Randwerten

th, =0 fir v,=0
th, =1 fir v, =c

} ie{1,2). (5.87)
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Gemaéf Gleichung ((5.86)) hingt die Funktion tan(6/2) ebenfalls monoton von den beiden
Variablen th; und thy ab, denn die partiellen Ableitungen

Jtan(0/2)  0tan(0/2) 1
d(thy)  9(thy) (1 + thy thy cos(v))2

(5.88)

sind iiberall positiv. Den grofiten Wert 6,, erreicht der Rotationswinkel wenn beide
Geschwindigkeiten sich mit v; — ¢ und v, — ¢ dem Wert der Lichtgeschwindigkeit
nahern:

sin(y) 2 cos(y/2) sin(vy/2)

tan(0,,/2) = T+ cos(7) =17 cos2(/2) — sin(7/2) = tan(y/2). (5.89)

Hieraus konnen wir schlieflen daf3 der maximale Winkel
0]\/[ - /y (5-90)

lautet. In Abbildung ist der Rotationswinkel # in Abhéngigkeit der beiden Ge-
schwindigkeiten v; und vs fiir v = 20° und v = 150° dargestellt. Letztendlich kénnen
wir die Eigenschaften der Thomas—Wigner Rotation folgendermaflen in Worte fassen:

Zwei aufeinanderfolgende Lorentz—Boosts lassen sich durch einen einzigen
Boost beschreiben, wenn das System zusétzlich innerhalb der von den Ge-
schwindigkeiten v, und v, aufgespannten Ebene um den Winkel 6 gedreht
wird. Diese Drehung verlegt eine Gerade entlang v, so, daf§ sie anschlieend
zwischen den Vektoren v, und v, verlduft. Falls beide Geschwindigkeiten
die Groflenordnung der Lichtgeschwindigkeit erreichen, verlduft diese Ge-
rade nach der Drehung entlang v,.
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